Geometriai transzformációk

A geometriai transzformáció olyan függvény, amelynek az értelmezési tartománya és az értékkészlete is ponthalmaz.

A távolságtartó (a szakasz és a képe ugyanolyan hosszú) geometriai transzformációkat egybevágósági transzformációnak nevezzük.
Fix pont: olyan pont, amelynek a képe önmaga.
Fix alakzat: minden pontja fix pont.
Invariáns alakzat: amelyeknek a képe önmaga, de pontjai nem maradnak a helyükön.
Egybevágósági transzformációk

1. A helybenhagyás (identikus leképezés, identitás)
A hozzárendelési utasítás: minden pont képe önmaga.

Tulajdonságai: 
– Minden pont képe önmaga




– Minden alakzat fix alakzat




– Távolságtartó 




– Szögtartó 



– Illeszkedéstartó (Ha egy pont rajta van egy alakzaton, akkor a pont képe rajta van az alakzat képén.)
2. Az eltolás
A hozzárendelési utasítás: Adott a síkban egy v vektor. Bármely pontnak a képét megkapjuk, ha a pontból, mint kezdőpontból felmérjük a v vektort. A vektor végpontját tekintjük a pont képének.
Feladat:

 Vegyél fel egy 3 cm hosszú vektort! Szerkeszd meg a következő alakzatok képét!


a) Egy P pont képét!


b) Egy szakasz képét! 
[image: image1.wmf]PQII

v

ur




c) Szerkeszd meg egy olyan egyenes képét, ami párhuzamos az eltolás vektorával! 



 (Mivel az egyenest két pontja meghatározza elég két pontjának megszerkeszteni a képét, és azokat összekötni.)


d) Szerkeszd meg egy háromszög képét!

	
a)


	b)

A szakasz és képe párhuzamos.
	c)

Az eltolás vektorával párhuzamos egyenesek invariáns egyenesek.




d)


A háromszögnek és a képének ugyanaz a körüljárási iránya.
Most gyűjtsük össze az eltolás tulajdonságait!
Az eltolás tulajdonságai:


– Fix pont nincs.


– Az eltolás vektorával párhuzamos egyenesek invariáns egyenesek.


– Távolságtartó.


– Szögtartó.


– Az alakzatok körüljárási iránya nem változik meg.


– Párhuzamosság tartó (Az egyenes és a képe II).



– Illeszkedéstartó

3. A tengelyes tükrözés
A hozzárendelési utasítás: Adott a síkban egy t egyenes. Ha a P pont rajta van a tengelyen, akkor a képe önmaga. Ha a P pont nem esik a tengelyre, akkor a P pontképe ( P') pont az a pont, amelyiknél a P P' szakasznak a szakaszfelező merőlegese a t tengely.

A tengelyes tükrözés tulajdonságai:
– A tengely fix egyenes, más fix pontja nincs

– Invariáns alakzatok 

A tengelyre merőleges egyenesek


Az olyan körök, amelyek középpontja a tengelyre esik, stb.


– Az egyenesek és a képük ugyanakkora szöget zárnak be a tengellyel.

– Távolságtartó.

– Szögtartó.

– A körüljárási irányt megfordítja.

– Illeszkedéstartó
4. A középpontos tükrözés
A hozzárendelési utasítás: Adott a síkban egy O pont (a centrum). Bármely P pont képét úgy szerkesztjük meg, hogy az O pontot összekötjük a P-vel, és a P-t nem tartalmazó félegyenesre O pontból felmérjük az OP szakasz hosszát. Tehát a PP’ szakasz felezőpontja a centrum.

Szerkessze meg egy szakasz képét, egy a centrumra illeszkedő egyenes képét, egy a centrumra nem illeszkedő egyenes képét, és egy háromszögnek a képét!

A középpontos tükrözés tulajdonságai:


– Fix pont a centrum.



– A centrumra illeszkedő egyenesek invariáns egyenesek, a centrummal koncentrikus körök, stb.



– Távolságtartó.



– Szögtartó.



– Az alakzatok körüljárási iránya nem változik meg.



– Párhuzamosság tartó (Az egyenes és a képe II).



– Illeszkedéstartó
5. Elforgatás
A hozzárendelési utasítás: Adott a síkban egy O pont (A centrum), és egy α szög ( α ≠ 00, α ≠ 1800).  Bármely P pont képét úgy szerkesztjük meg, hogy az O kezdőpontú a P ponton átmenő félegyenesre felmérjük az elforgatás szögét. A szög csúcsa az O pont. A szög szárára rámérjük az OP távolságot.

Az elforgatás tulajdonságai: α ≠ 00, α ≠ 1800
Fix pont az O pont. (Az O pont helyben marad, másképpen az O pont képe önmaga)
Invariáns alakzatok: az olyan körök, amelyek középpontja a centrum, az olyan szabályos sokszögek, amelyek átlóinak a metszéspontja illeszkedik az elforgatás centrumára).
Távolságtartó

Szögtartó

Körüljárási irány nem változik

Az egyenesnek és a képének a szöge megegyezik az elforgatás szögével, ha 
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Feladatok: 
1. Adott egy szabályos háromszög magasságvonala, és adott két olyan kör, ami másik két csúcson átmegy. Szerkeszd meg a háromszöget!
2. Adott egy egyenlőszárú háromszög magasságvonala a magasságvonalon lévő csúcsa, és adott két olyan egyenes, ami másik két csúcson átmegy.

3. Adottak egy szög szárai és a szárak között egy P pont. Szerkessz olyan szakaszt, amelynek a végpontjai a szögszárakon vannak, és a P a felezőpontja.

4. Egy autópálya egyik oldalán van két falú az autópályától néhány kilométerre. Egy lehajtót szeretnénk építeni. Hova tervezzük a lehajtót, ha a lehető legrövidebb bekötőutakat szeretnénk építeni?

Megoldások
1. Adott egy szabályos háromszög magasságvonala, és adott két olyan kör, ami másik két csúcson átmegy. Szerkeszd meg a háromszöget!
Ilyenkor általában visszafelé gondolkodunk. Készítünk egy vázlatot. Kék színnel jelöljük az adott adatokat. Kitaláljuk, hogyan lehet eljutni az adott dolgoktól a célig.
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	A szerkesztés menete:
Felvesszük az adatokat!

1. Az egyik kört tükrözzük az adott egyenesre.

2. –3. A metszéspontokból (B csúcs) merőlegest állítunk az adott egyenesre. Ezek kimetszik a háromszögek A csúcsát.

4. ​–5. Megszerkesztjük a háromszögeket.




A szerkesztés menete részletesebben.
Elemzés:


Ha a k2 kör képe két helyen metszi a k1 kört, akkor két megoldás van. Ha a k2 kör képe érinti a k1 kört, akkor két megoldás van. Ha k2 kör képének és a k1 körnek nincs közös pontja, akkor nincs megoldás.

2. Adott egy egyenlőszárú háromszög magasságvonala (szimmetria tengelye) a magasságvonalon lévő csúcsa, és adott két olyan egyenes, ami másik két csúcson átmegy.
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	A szerkesztés menete:

Vegyük fel az adatokat! 

1. Tükrözzük az egyik adott egyenest a magasságvonalra. Az egyenes képének és a másik adott egyenesnek a metszéspontja az A csúcs. 

2. A-ból állítsunk merőlegest a szimmetria tengelyre. A b egyenesből ez kimetszi a B csúcsot.

3.– 4. A és B csúcsokat összekötjük a C-vel.




A szerkesztés menete részletesebben
Elemzés:
Ha a b egyenes képe nem metszi az a egyenest, akkor nincs megoldás.

Ha a b egyenes képe metszi az a egyenest, akkor egy megoldás van.

Ha a b egyenes képe egybeesik az a egyenessel, akkor végtelen sok megoldás van.

3. Adottak egy szög szárai és a szárak között egy P pont. Szerkessz olyan szakaszt, amelynek a végpontjai a szögszárakon vannak, és a P a felezőpontja.
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	Vegyük fel az adatokat! 

1. Tükrözzük az egyik szögszárat az adott pontra. A tükörkép a másik szögszárat a szakasz egyik végében metszi (B).

2. Kössük össze a B pontot a P ponttal.




Elemzés: mindig egy megoldás van.

4. Egy autópálya egyik oldalán van két falu az autópályától néhány kilométerre. Egy lehajtót szeretnénk építeni. Hova tervezzük a lehajtót, ha a lehető legrövidebb bekötőutakat szeretnénk építeni?
	
	



	Vegyük fel az adatokat! 

1. Tükrözzük az egyik falut az országútra. A tükörképet kössük össze a másik faluval. A metszéspont az országúttal P.

2. Bármely másik P-től különböző Q pontba építjük a lehajtót, a bekötő utak hossza látszik, hogy nagyobb lesz, mintha P-be építenénk a lelátót.

(háromszög egyenlőtlenség)




Elemzés: mindig egy megoldás van.
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