Geometria 1 0sszefoglalas

Alapfogalmak: a pont, az egyenes és a sik

Axiomak:
1. Barmely 2 pontra illeszkedik egy és csak egy egyenes.
2. Harom nem egy egyenesre es6 pontra illeszkedik egy és csak egy sik.
3. Ha egy egyenes két pontja illeszkedik a sikra, akkor az egész egyenes illeszkedik a sikra.
4. Két metsz6 egyenesre pontosan egy sik illeszthetd.
5. Parhuzamossagi axioma: Adott egy egyenes és egy ra nem illeszked6 pont. Ezen a ponton keresz-
tiil pontosan egy parhuzamos huzhaté az adott egyenessel.
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Egy egyenest egy pontja két félegyenesre bont.

Egy egyenest két pontja két nyitott félegyenesre és egy szakaszra bont. e P Q
0 O
Egy sikot egy egyenese két félsikra oszt. e >
Szo6g: A siknak egy olyan tartomanya, amelyet két kozos kezdépontu félegyenes hatarol.
Szogek osztalyozasa:
. homoriszog
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nullszog teljes szog | hegyesszog .. tompaszog egyenesszog v. konkav
Szog szog
— (O A | 4l o N
360° 0<a<90° 90° 90° < @ <180° 180° 180° < a < 360°
konvex szoégek
A fok részei: 1°= 60’ 1 = 60"
Nevezetes szogparok:
potszogek kiegészitd szogek mellékszogek
Térelemek hajlasszoge e
Két parhuzamos egyenes hajlasszége 0°. f d

Két metsz6 egyenes hajlasszoge az altaluk meghatarozott hegyesszog.

Két kitéré egyenes hajlasszogén azt a szoget értjiik, amelyet egy
tetszéleges ponton atmend, veliik parhuzamos egyenesek alkot-
nak.

Egy egyenes és egy sik merdleges egymasra, ha az egyenes me-
réleges a sik minden egyenesére.




Ha egy egyenes metszi a sikot, de nem merdleges ra, akkor az
egyenes és sik hajlasszége az a sz6g, melyet az egyenes a sikra
es6 merdleges vetiiletével bezar.

Egy siknak és a vele parhuzamos egyenesnek a hajlasszége 0°.

Két metsz6 sik hajlasszogének keresésénél a két sik metszés-
vonalanak egy tetszéleges pontjaban a két sik mindegyikében
egy-egy merdlegest allitunk a metszésvonalra. A két sik hajlas-
szbge az a szog, amelyet az igy kapott két egyenes bezar egy-
massal.

Két parhuzamos sik hajlasszége 0°.

Tavolsagméreés:

Megallapodas, hogy a tavolsag csak nem negativ szam |ehet.

Egy szakasz hossza annyi, ahanyszor rafér a valasztott egységnyi szakasz. e
Két pont tavolsagan az altaluk meghatarozott szakasz hosszat értjiik. : e
Két ponthalmaz tavolsagan a legk6zelebbi pontjaik tavolsagat értjiikk (Ha van ilyen!).

Pont és egyes tavolsaga a pontbél az egyenesre allitott meréleges szakasz hossza.
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Két egyenes tavolsaga:

e=f g
Metszd egyenesek tavolsaga 0. ——

Parhuzamos egyenesek tavolsaga a kozéjiik allithato d.=0 d‘ =0
merdleges szakasz hossza. of .
Kitéré egyenesek tavolsaga a kozéjiik allithaté (egyetlen) merdleges szakasz hossza.

Két sik tavolsaga:

Parhuzamos sikok tavolsaga a
kozéjiik allithaté merdéleges sza-
kasz hossza.

Ha metszik egymast, akkor a ta-
volsaguk 0.




Pont és sik tavolsaga: 0 ha a pont illeszkedik a sikra. Pont és sik tavol-
saga a pontbdl az egyenesre allithaté meréleges szakasz hossza, ha

pont nem illeszkedik a sikra.

Egyenes és sik tavolsaga 0 ha van kdz6s pontjuk. (Az egyenes a sikban

van, vagy dofi a sikot.)

Egyenes és sik tavolsaga a kozéjiik allithaté meré-
leges szakasz hossza, ha az egyenes parhuzamos

a sikkal.

Nevezetes ponthalmazok
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Adott ponttol ugyanolyan
tavolsagra lévo halmaza sik-
ban kor, térben gomb.

Adott ponttél egy adott
tavolsagnal kisebb tavol-
sagra lévo pontok hal-
maza: nyitott korle-

mez. {P|dpo <r}

Adott ponttél egy adott
tavolsagnal nem nagyobb
tavolsagra lévo pontok
halmaza: a zart kérlemez.

{PeS|dso <1}

Adott ponttol adott ta-
volsagnal nagyobb ta-
volsagra lévé pontok
halmaza a sikban.
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Adott egyenestdl adott tavol-
sagra lévo pontok halmaza a
sikban két parhuzamos
egyenes.

Adott egyenestél adott
tavolsagra lévé pontok
halmaza a térben henger-
feliilet.

Adott egyenestdl adott
tavolsagnal kisebb tavol-
sagra lévé pontok halma-
za.

Adott egyenestdl adott
tavolsagnal nagyobb
tavolsagra Iévé pontok
halmaza.

Két adott ponttol egyenl6 tavolsagra
lévé pontok halmaza szakaszfelez6

merdleges.

Két parhuzamos egyenestdl
egyenld tavolsagra Iévé pontok
halmaza a kézépparhuzamos.

Két adott egymast metsz6 egyenes-
tél egyenl6 tavolsagra lévé pontok
halmaza a szogfelezd.
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Adott egyenestdl (vezéregyenes, di-
rektrix) és egy adott ponttol egyenld
tavolsagra lévo pontok halmaza a pa-
rabola. A vezéregyenes és a fokusz-
pont tavolsagat a parabola paraméte-
rének nevezziik.

Ellipszis: Azon pontok halmaza,

Hiperbola: Azon pontok halmaza

amelyeknek két adott ponttol vett |a sikban, amelyeknek az adott

tavolsagaik 6sszege allandé.

ponttol vett tavolsagaik kiillonb-
sége allandé.

Alapszerkesztések:
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Parhuzamos szerkesztése.

Szakaszfelezé me-
réleges szerkesz-
tése.

egyenesre.

Kiilsé pontbdél meré- | Meréleges allitasa az
leges allitasa egy

egyenesre az egyenes
egy adott pontjaban.

60°-0s szodg szerkesztése

Szogfelez6 szerkesztése

Sz6g masolasa

Parabola, ellipszis és hiperbola szerkesztése.

A haromszogek osztalyozasa:

Oldalak nagysaga szerint

Sz6gek nagysaga szerint

Szogek egyenldsége szerint

— altalanos haromszog;

— egyenl6 szaru haromszog;

— egyenl6 oldalu (szabalyos) harom-
sz0g;

— hegyesszogi haromszog;
— derékszogili haromszog;
— tompaszogii haromszog;

— altalanos haromszog (nincs két
egyenl6 szoge);

— két egyenl6 szoggel rendelkez6 ha-
romszog (egyenlészari haromszog);
— harom egyenl6 széggel rendelkez6
haromszog (szabalyos haromszdog);

A négyszogek

Konvex négyszog: barmely két bels6 pontjat 6sszekotd

szakasz a sokszogon beliil halad.

is halad.

Konkav négyszog: van két olyan pont, melynek 6sszekoto
szakasza a négyszogon kivil

[




Specialis négyszogek:

A deltoid olyan négy- A trapéz olyan négy- A paralelogramma olyan | A téglalap olyan négy-
szog, aminek van két-két | sz6g, aminek van két négyszog, aminek a sz0g, aminek a szem-
egyenlé hosszusagu parhuzamos oldala. szemkozti oldalai parhu- | kozti oldalai parhuza-
oldala, ami szomszédos. zamosak. mosak és a szogei de-

rékszogek.

A rombusz olyan négyszog, A négyzet olyan négyszog, aminek
aminek a szemkozti oldalai par- a szemkozti oldalai parhuzamosak,
huzamosak és minden oldala minden oldala ugyanolyan hosszu
ugyanolyan hosszu. és a szogei derékszogek.

Geometriai transzformaciok

A geometriai transzformacié olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya és az értékkészlete is
ponthalmaz.

A tavolsagtarté ( a szakasz és a képe ugyanolyan hosszu) geometriai transzformaciokat egybevagosagi
transzformaciénak nevezziik.

Fix pont: olyan pont, amelynek a képe 6nmaga.
Fix alakzat: minden pontja fix pont.
Invarians alakzat: amelyeknek a képe 6nmaga, de pontjai nem maradnak helyben.

Egybevagésagi transzformaciok:
1. A helybenhagyas (identikus leképezés, identitas)
A hozzarendelési utasitas: minden pont képe 6nmaga.

Tulajdonsagai:
— Minden pont képe 6nmaga
— Minden alakzat fix alakzat
— Tavolsagtarté
— Szogtarté
— llleszkedéstart6 (Ha egy pont rajta van egy alakzaton, akkor a pont képe rajta van az alakzat képén.)

2. Eltolas

A hozzarendelési utasitas: Adott a sikban egy v vektor. Barmely pontnak a képét megkap- °®
juk, ha a pontbdl, mint kezdépontbodl felmérjiik a v vektort. A vektor végpontjat tekintjiik a P ./ PI
pont képének.

Az eltolas tulajdonsagai:

— Fix pont nincs.

— Az eltolas vektoraval parhuzamos egyenesek invarians egyenesek.
— Tavolsagtarto.

— Szogtarto.

— Az alakzatok koriiljarasi iranya nem valtozik meg.

— Parhuzamossag tarté (Az egyenes és a képe Il).

— llleszkedéstart6



3. Tengelyes tiikrozés

A hozzarendelési utasitas: Adott a sikban egy t egyenes. Ha a P pont rajta van a tengelyen,
akkor a képe 6nmaga. Ha a P pont nem esik a tengelyre, akkor a P' pont az a pont, amelyik-
nél a P P' szakasznak a szakaszfelezé merélegese a tengely.

A tengelyes tiikrozés tulajdonsagai:

— A tengely fix egyenes mas fix pontja nincs
— Invarians alakzatok:
A tengelyre meréleges egyenesek
Az olyan korok, amelyek k6zéppontja a tengelyre esik, stb.
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— Tavolsagtarto.
— Szogtarto.
— A koriiljarasi iranyt megforditja.

4. A k6zéppontos tiikrozés

A hozzarendelési utasitas: Adott a sikban egy O pont (centrum). Barmely P pont képe
az a P' pont, amely esetén a P'P szakasz felezépontja az O pont.

m I
A kozéppontos tiikrozés tulajdonsagai: PWP

— Fix pont a centrum.

— A centrumra illeszkedé egyenesek invaridans egyenesek, a centrummal koncentrikus kérok, paralelog-
rammak stb. invarians alakzatok.

— Tavolsagtarto.

— Szogtarto.

— Az alakzatok koriiljarasi irdnya nem valtozik meg.

— Parhuzamossag tarté (Az egyenes és a képe Il).

— llleszkedéstarté

5. Elforgatas

A hozzarendelési utasitas: Adott a sikban egy O pont (A centrum), és egy a szég
(a #0° a # 180°). Barmely P pont képét Gigy szerkesztjilk meg, hogy az O kezd6-
pontu a P ponton atmend félegyenesre felmérjiik az elforgatas szogét. A szog csu-
csa az O pont. A szég szarara ramérjiik az OP tavolsagot.

Az elforgatas tulajdonsagai:

— Fix pont az O pont. O pont helyben marad, O pont képe 6nmaga

— Invarians alakzat: az olyan korok, amelyek kozéppontja a centrum, a szabalyos sokszogek.
— Tavolsagtarto.

— Szogtarto.

— Koriiljarasi irany nem valtozik.

— Az egyenesnek és a képének a szége megegyezik az elforgatas szégével, ha o < 90°.

Ha 90° <a =[] (&;é)=180°—«



Tengelyesen szimmetrikus alakzatok

Egy alakzat tengelyesen szimmetrikus, ha van olyan egyenes, amelyre tiikrozve onmagaba at.

A kor barmely a k6zéppontjan atmend egyenesre tengelyesen szimmetrikus. v

Haromszogek tengelyes szimmetriaja:
Az egyenl6 szaru haromszognek egy szimmetria tengelye van.
Szabalyos haromszognek 3 szimmetria tengelye van.

Az altalanos haromszognek nincs szimmetria tengelye. ‘

Tengelyesen szimmetrikus négyszogek:

Tengelyesen szimmetrikus az egyenlészaru trapéz. (A trapéz olyan négyszoég, amelynek

van két parhuzamos oldala.) !
Paralelogramma: nincs szimm. tengelye. (A paralelogramma olyan négysz6g, aminek a

szemkozti oldalai parhuzamosak.)

Téglalap: Két szimmetriatengelye van t
Rombusz: Két szimmetriatengelye van. (A rombusz oldalai egyenlé hosszuak és a 1
szemkozti oldalai parhuzamosak.) 1 t

1
Négyzet: 4 szimmetria tengelye van. ‘ t t —%

Deltoid: Egy szimmetriatengelye van. t
Négyszogeknek 0, 1, 2, 4 szimmetriatengelye lehet.
Haromszogeknek 0, 1, 3 szimmetriatengelye lehet.

Szabalyos sokszogek:

A szabalyos sokszog olyan soksz6g, amelynek az oldalai és
szogei egyformak. A szabalyos N oldali sokszégnek N szimmet-
riatengelye van.

Forgasszimmetria

Egy sikidom forgasszimmetrikus, ha van a sikban olyan pont és olyan sz6g, amely pont koriil az adott sz6g-
gel elforgatva az alakzat képe 6nmaga.

Pl.: A kdrvonalat a kozéppontja koriil elforgatva 6nmagaba megy at.

A szabalyos haromszog az oldalfelezé6 merélegesek metszéspontja koriil 120°-kal elfor-
gatva 6nmagaba megy at.

o

A szabalyos sokszodgek forgasszimmetrikusak a szogli forgatasokra, illetve annak egész szamu tobb-

szoroseire valé forgatasra.




Alakzatok egybevagosaga

Két alakzat egybevagé, ha véges szamu egybevagoésagi transzformacioéval egymasba vihetdk.

Szogek egybevagosaga:

Valtészogek: szaraik par-
huzamosak és ellentétes
iranyuak.

A merdleges szaru azo-
nos tipusu szogek is
megegyeznek.

Csucsszogek: a szaraik
egy egyenesbe esnek.

Egyallasu szogek: szaraik
parhuzamosak és egyira-
nyuak.
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A haromszogek egybevagosaganak esetei:

Két haromszog egybevago, ha
a megfelelé oldalaik paronként megegyeznek;
két-két oldal és a kozbezart szog ugyanakkora;
egy-egy oldal és a rajta fekvd két sz6g ugyanakkora;
két-két oldal és a nagyobbikkal szemkoézti sz6g ugyanakkora.

A haromszog nevezetes vonalai:

Magassagvonal: A
csucsbodl a szemkoz-
ti oldalra allitott me-
rélege egyenes vagy
szakasz (ill. egye-
nes).

Sulyvonal: A csu-
csot a szemkozti
oldal felez6pontja-
val 6sszekoto sza-
kasz.

Kozépvonal: a
szemkozti oldalak
felez6pontjat 6sz-
szekoto szakasz.

Bels6 szogfelezo:
olyan egyenes,
amely felezi a ha-
romszog bels6
szogét

Oldalfelez6 meréleges:
olyan egyenes, amely
atmegy

az oldal felez6pontjan
és merdleges az oldalra.
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A haromszdégekkel kapcsolatos tételek:

1. A haromszog bels6 szogeinek 6sszege 180°.

2. A haromszog kiils6 szoge megegyezik a nem szomszédos bels6 szogek 6sz-

szegével.

3. A haromszog kiils6 szogeinek 6sszege 360°.

4. A haromszdg oldalfelez6 merdélegesei egy pontban metszik egymast. Mivel az

lez6 merdélegesek metszéspontja mind a harom csucstol ugyanolyan tavolsagra van,

ezért 6 a haromszog koré irhaté kor kozéppontja.




5. A hdaromszog belsd szogfelez6i egy pontban metszik egymast.

Mivel a szogfelez6k metszéspontja mindharom oldaltél ugyanolyan tavolsagra van,
az a haromszoégbe irhaté kor k6zéppontja.

6. A haromsz6g magassagvonalai egy pontban metszik egymast.

7. A haromszog kozépvonala feleakkora, mint a vele parhuzamos oldal.

8. A haromszog sulyvonalai egy pontban metszik egymast, és a sulypont a sulyvo-
nalakat 2: 1 aranyban osztja.

9. Haromszdg egyenlétlenség: A haromszdg barmely két oldalanak 6sszege nagyobb, mint a harmadik oldal.
10. Barmely haromszégben a nagyobb oldallal szemkozt nagyobb szdg van.

11. Barmely haromszégben nagyobb széggel szemben nagyobb oldal van.

Latészog: adott egy PQ szakasz. Mit értiink az AB szakasz P pontbeli latészégén?
Kdssiik dssze a pontot a szakasz végpontjaival. Ezek altal bezart sz6g az AB szakasz P

pontbeli latészoge.

Thalész-tétel. Azon pontok halmaza a térben, ahonnan egy szakasz derékszog P
alatt latszik, az a szakasz, mint atméré folé irt gomb pontjai, kivéve a szakasz két ,

B

)

végpontjat.

A derékszogli haromszog koré irhaté kor sugara egyenlé az atfogo felével, illetve B
az atfogohoz tartozé sulyvonallal.

Pitagorasz-tétel:
Derékszogi haromszogben az atfogé négyzete megegyezik a befogok négyzetének 6sszegével.
A Pitagorasz-tétel megforditasa:

Ha egy haromszog két (kisebb) oldala négyzetének 6sszege megegyezik a harmadik oldal négyzetével, akkor
a haromszog derékszogii.

Tétel: Az érintési pontba hiuzott sugar meréleges az érintére. E

Az érintd olyan egyenes, aminek egy k6zds pontja van a kérvonallal. P
o

Két egymast nem metsz6 kor kozos belso és kozos kiilso érintdje.

n-(n-3
Tétel: Az n oldalil konvex sokszog atléinak szama: M

Tétel: Az n oldalli konvex sokszég belsé szégeinek 6sszege: (n-2)-180°



