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1. Bevezetés

Szakdolgozatom célja a tokéletes szamokrol és hozzajuk hasonlé szamokrol
minél tobb ismeret Osszegytiijtése, rendszerezése. Azért vélasztottam ezt a
témat, mert annak ellenére, hogy tobb mint kétezer éve foglalkoztatja a ma-
tematika irant érdeklodoket, még mindig sok a vele kapcsolatos megoldatlan
probléma. Annak ellenére, hogy minddssze néhany képvisel6jiiket talaltak
meg eddig, mégis sok tulajdonsdgukat ismerjiikk. Sot, példaul a paratlan
tokéletes szamokrol azt sem tudjuk, hogy 1éteznek-e, mégis tételeket tudunk
megfogalmazni és bebizonyitani veliikk kapcsolatban.

Dolgozatomban Osszegytijtottem a tokéletes szamok felfedezésének, meg-
ismerésének torténetével kapcsolatos informaciokat. A paros tokéletes szamok
képletének levezetése utan azok tulajdonsagaival foglalkoztam. Ezek bi-
zonyitasat onalloan készitettem el. Egy résziiket kiterjesztettem minden
tokéletes szamra, azaz a paratlanokra is, ha léteznek. Ezutan a paratlan
tokéletes szamokkal szembeni kovetelményeket mutattam be bizonyitassal
egyiitt. Majd a bévelked6 és hidnyos szamokkal kapcsolatos tételek kovet-
keztek, melyek bizonyitdsainak nagy részét szintén onalléan végeztem. Ezt
kovetik az egyéb érdekes szamok, melyek egy részénél csak a definiciot és egy-
két példat irtam, mivel ezekrol nem sokat tudunk, de részletesebben irtam a
szupertokéletes szamokrol és a baratsagos szamparokrol. A bizonyitasok egy
része itt is 6nallé munka. Ezutan roviden irtam a GIMPS-projektrdl és ezzel
kapcsolatban arrdl, hogy miért is foglalkoznak annyian a Mersenne-primek
és a tokéletes szamok keresésével, tulajdonsagaik vizsgalataval.

Az utolsé fejezetben a tokéletes szamok iskolai felhasznalasaval foglalkoz-
tam, részletesen bemutattam egy dltalam elképzelt, ezzel a témaval foglalkozd

kozépiskolai szakkori éra menetét. Arrdl is irtam, hogy miként teremtheto



meg a matematikdnak mas tantargyakkal valé kapcsolata ezen a téman ke-
resztil. Ez a fejezet teljesen a sajat munkam.
A dolgozat elkészitéséhez magyar és kiilfoldi (angol nyelvii) szakirodalmat

is felhasznaltam: konyveket, folydiratcikkeket és internetes oldalakat.



2. Torténetuk

Goraogok

Nem tudjuk, hogy pontosan mikor fedezték fel a tokéletes szamokat, de
valésziniileg mar az egyiptomiak is ismerték oket. Tobb mint 500 évvel
id6szamitasunk kezdete el6tt azonban mar biztosan foglalkoztak veliik. Ek-
kor élt Pilithagorasz gorog politikus és vallasalapito, aki nagy fontossagot
tulajdonitott a szdmoknak. Az altala létrehozott szekta, a Piithagoreus-
kor tobbek kozott szammisztikaval is foglalkozott. Ugy gondoltdk, hogy
mindennek alapja a szam, a vilag szamokbdl épiil fol. Nem meglepd, hogy
a valamilyen szempontbdl kiilonleges tulajdonsagu szamok, mint példaul a
tokéletes szamok, felkeltették érdeklédésiiket. Ok azonban leginkdbb misz-
tikus tulajdonsdgaikat tartottak fontosnak, szamelméleti jellegzetességeikkel
nem foglalkoztak. Azt gondoltdk, hogy a 6 ,,részeinek integritdsa és a benne
rejlo egyezség kovetkeztében a hézassag és az igazsag és a szépség” jelképe.

Az els6, tokéletes szamokkal foglalkozd, ma ismert iras FEukleidész Ele-
mek cimi miive. A tizenharom koényvbdél allo, kb. i.e. 300 koriil keletkezett
miiben szerzoje Osszegezte, rendszerezte kora matematikai ismereteit. Béar az
Elemek féleg geometriaval foglalkozik, VII-IX. konyve aritmetikai ismerete-
ket tartalmaz. A VII. konyv elején szerepl6 definiciok koziil az utolsé mondja
ki, hogy ,,Egy szam tokéletes, ha egyenlo az osztoi 0sszegével.” Fontos meg-
jegyezni, hogy a gorogok nem soroltak egy szam osztoi kozé magat a szamot,
a definiciéban tehat magéndl a szamnal kisebb osztokrol van sz6. A gorogok

négy tokéletes szamot ismertek, melyek a kovetkezok:

6=1+2+3

28=1+2+4+7+14



496 =1+2+4 48416+ 31 + 62 + 124 4 248

8128 =1+2+4 48416 + 32 + 64 + 127 + 254 + 508 4 1016 + 2032 + 4064

Az Elemek aritmetikai részének legutolsé tétele megmutatja, hogyan talal-
hatunk tokéletes szamokat:

LIX. 36. Tétel Ha az eqységtol kezdve kétszeres aranyban képzink egy
mértant sorozatot, amig a sorosszeq prim nem lesz, és az 0sszeggel megszo-
rozzuk az utolso tagot, akkor a szorzat tokéletes szam lesz.”

A tétel részletes bizonyitdsa is megtalalhaté ugyanitt.

A piithagoraszi iskola egyik késébbi képviselGje, az i. sz. 1. szdzad végén
élt Nikomakhosz Geraszénosz volt a kovetkezo, akinek meghatarozé elmélete
maradt fenn a tokéletes szamokkal kapcsolatban. Bevezetés a szamelméletbe
(Introductio Arithmetica) c. konyvében a péros szamokat hdrom csoportra

osztotta:

- bovelkedo szamok: a széam részeinek Osszege nagyobb magénal a
szamnal

- hidnyos szdmok: a szam részeinek osszege kisebb magandl a szamnal

- tokéletes szdmok: a szam részeinek osszege éppen egyenlo magaval

a széammal

A szamok ezen csoportjaihoz morélis gondolatokat is flizott:

L, Az egyszerid pdros szamok kozul néhdny bovelkedd, mdsok hidnyosak: ez
a két osztaly eqymadsnak szélsdséges ellentétei; azokat, amelyek e kettd kozott
kozépen helyezkednek el, tokéletesnek hivjdk. Es azok, amelyeket eqgymdssal
szemben dllonak hivnak, a bovelkedok és a hidnyosak, tulajdonsagaikban meg-
osztottak, mely egyenlotlenséghez vezet, a tul sokhoz és a tul kevéshez.”

A tul sok esetében tobblet, foloslegesséq, tiulzds és tulkapds keletkezik,

a tul kevés esetében hidny, mulasztds, sziikolkodés és elégtelenséy. Es azok



esetében, amelyek a tul kevés és a tul sok kozott talalhatoak, vagyis eqyenldoség-
ben, erény, helyes mérték, illenddség, szépséqg és hasonlo dolgok keletkeznek,
melyekre a legjobb példa az a tipusi szam, amelyet tokéletesnek hivnak.”

Ezeken tul biolégiai analdgiakat is felsorol a kiilonbo6zo esetekre, a bovelke-
do szamokat tobbek kozott tiz szaju, a hianyos szamokat pedig egy szemi
allatokhoz hasonlitja.

[réséban azonban szamelméleti tulajdonsagok is szerepelnek, mindenféle
bizonyitasi kisérlet nélkiil. fgy torténhet, hogy tobb allitasardl is kidertilt

mar, hogy hibas, masokrol viszont még ma sem tudjuk, igazak-e.

Allitasai:

(i) az n-edik tokéletes szam n jegyt
(il) minden tokéletes szam péros
(iii) minden tokéletes szam felvéltva 6-ra és 8-ra végzédik

(iv) Eukleidész tokéletes szamok generdldsara vonatkozé algoritmusa (azaz

2k=1(2k —1), ahol k > 1 és 2% —1 prim) minden tokéletes szamot megad

(v) végtelen sok tokéletes szam van

Allitésait valoszintileg az addig ismert négy tokéletes szamra és az Euk-
leidész altal leirt eléalllitasi modra alapozta. Annak ellenére, hogy nem
bizonyitotta 6ket, évekig mindenki tényként kezelte azokat, bar (i) és (iii)
allitasa val¢jaban hamis, a mésik haromrol pedig ma sem tudjuk, hogy igaz-
e (bar a (iv) éllitdsa igaz, ha figyelembe vessziik, hogy Nikommakhosz azt

gondolta, csak péros tokéletes szamok vannak).



A tokéletes szamoknak valldsos jelentOséget is tulajdonitottak. Mint
Szent Agoston is irja Az Isten vérosardél c. miivében, Isten azért terem-
tette hat nap alatt a Foldet (bar egy pillanat alatt megtehette volna), mert
a hat tokéletes szam. A Hold is hasonlé okbdl keriili meg a Fdldet éppen
28 nap alatt. Yorki Alcuin teolégus azt is kifejtette, hogy az emberi faj
masodik eredete a 8-as szamhoz kotédik, mivel Noé barkajan 8 olyan él6lény
volt, melyektdl az egész emberiség szarmazik. Mivel a 8 hidnyos szam (néla
kisebb osztdinak Osszege kisebb magdnél a szdmndl), az emberiség masodik
eredete kevésbé tokéletes mint az els6. Egy olasz konyvben a 6-ot a szerelem
istenndjének, Vénusznak tulajdonitottak, ,,mivel a két nem egyestilésébol ke-
letkezik, vagyis a triddbol, amely himnemi, mert paratlan, és a diddbol, amely

nonemi, mert paros”.

Arabok

Az arabokat is elbivolték a tokéletes szamok. Ibn Kurra példaul azt
vizsgélta, hogy 2"p mikor tokéletes, ibn Al-Haiszam pedig leirta, hogy bizo-
nyos feltételeket kielégitd tokéletes szamok 28~1(2F — 1) alaktak, ahol 2% — 1
prim.

Ismail ibn Ibrahim ibn Fallus tanulmanyt irt Nikomakhosz miive alapjan,
melyben atveszi a gorog matematikus csoportositasi elvét, de miszticizmus
nélkil foglalkozik azzal. o) meg is adott tiz tokéletes szamot, melyek koziil az

els6 hét valoban tokéletes, és megegyezik a hét legkisebb tokéletes szammal.

FEuropa

A 16. szazadban a matematika reneszanszat élte Eurépaban. Az arabok
munkassagat nem ismerték, Nikomakhosz feltételezéseit pedig mindenki igaz-
nak fogadta el. Sokan még azt is hitték, hogy a 2¥~1(2¥ — 1) képlet minden

k paratlan szamra tokéletes szamot ad.



Mar a 15. szédzadban felfedezték az 6todik és a hatodik tokéletes szamot.
1536-ban jelent meg Hudalrichus Regius Ultriusque Arithmetices cimii miive,
melyben szerepel ennek cafolata, mivel sikeriilt a 2! —1 = 2047-et primténye-
zOkre bontania (2047 = 23 - 89). Ez volt az els6 olyan 2P — 1 alakd szdm,
amely Osszetett, annak ellenére, hogy p prim. Regius (tjra)felfedezte az
otodik tokéletes szamot is, mikor megmutatta, hogy 2!3 —1 primszéam. Ekkor
a megfeleld tokéletes szam 212(21% — 1) = 33550336 nyolcjegyii, igy cafolja
Nikomakhosz els6 allitasat, vagyis azt, hogy az n-edik tokéletes szam n jegyti.

1603-ban Pietro Antonio Cataldi olasz matematikus 800-ig faktorizalta
az Osszes pozitiv egész szamot és 750-ig megadta mind a 132 primet. E
lista alapjan megmutatta, hogy 2! — 1 = 131071 prim, mert nincs 750-nél
kisebb primosztéja és 7502 = 562500 > 131071, ezdltal megtaldlta a hatodik
tokéletes szamot (21°(217 — 1) = 8589869056) és cafolta Nikomakhosz azon
allitasat, hogy a tokéletes szamok felvaltva végzodnek 6-ra és 8-ra, hiszen az
otodik és a hatodik is 6-ra végzodik. Primlistaja alapjan megtalalta a hetedik
tokéletes szamot is p = 19-re. E fontos eredményei ellenére Cataldi hamis
allitdsokat is megfogalmazott. Azt frta konyvében, hogy a 2P~1(2P —1) képlet
p=2,3,57,13,17,19, 23,29, 31, 37-re tokéletes szamot ad. Ebbol az els6 hét
eset mar ismert volt, a maradék négybdl viszont mindossze egy kitevo helyes.

1638-ban René Descartes ezt irta Marin Mersenne francia szerzetesnek
sz016 levelében:

L, Azt hiszem, be tudom bizonyitani, hogy nincs mds pdros tokéletes szam,
csak Eukleidész szamai; és azt is, hogy eqy paratlan szam nem lehet tokéletes,
csak ha egy primszdm és egqy négyzetszdm szorzatdbdl dll. [...] De barmilyen
modszerhez nyul is valaki, nagyon hosszu idore van sziukség ezen szimok ke-
reséséhez...”

Pierre de Fermat is sokat foglalkozott a tokéletes szamok problémakéorével.



Az a™ — 1 alaku szdmok vizsgédlatdaval kezdte, és megéllapitotta, hogy ez csak
akkor lesz prim, ha a = 2 és n prim. 1640-ben Mersenne-nek irt levelében a
kovetkezo allitasokat sorolta fel:

1. Ha m oOsszetett, akkor 2 — 1 is Osszetett;

2. Ha m prim, akkor 2p|2™ — 2;

3. Ha m prim, akkor 2™ — 1 primosztéi 2km + 1 alakiak, k pozitiv
egész.

Néhany honappal késébb Fermat ezek altalanositasat is megfogalmazta
egy masik levélben:

Ha p prim és a egész szam nem oszthaté p-vel, akkor a?~ —1 oszthaté
p-vel (kis Fermat-tétel).

A 3. allitas alapjan céfolni tudta Cataldi két allitasat, mivel megtalalta
223 — 1 és 237 — 1 primtényezds felbontédsat.

Fermat eredményei felkeltették Mersenne érdeklodését. 1644-ben meg-
jelent Cogitata physico-mathematica cimi miivében megfogalmazott allitdsa
azota is amulatba ejti az érdeklédoket. Ebben ugyanis szerepel, hogy 2P — 1
prim, hap =2,3,5,7,13,17,19,31,67, 127,257 és minden mas 257-nél kisebb
kitevére osszetett. Allitésat ellendrizni nem tudhatta, 6 maga is ezt irja:

,,Ahhoz, hogy eqy 15- vagy 20-jeqyii szamrdl megdllapitsuk, prim-e
vagy sem, eqy egész élet ideje sem elég.”

Az a meglepd, hogy a 20 és 258 kozotti 47 primszambdl csak o6t esetében
tévedett (az els6 hibdt tobb, mint 200 évvel késébb taldltdk meg): 267 — 1 és
2257 — 1 Osszetett, mig 261 — 1, 289 — 1 és 2197 — 1 prim. (Sokan azzal védik
Mersenne-t, hogy listdjaban a 67 valészintileg sajtéhiba, és valéjaban 61-et
akart {rni, de ezt nem tudhatjuk.)

Mersenne tiszteletére a 2P — 1 alakd primeket Mersenne-primeknek ne-

vezzik.
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1732-ben érte el a kovetkez6 nagy eredményt Leonhard Fuler svéjci mate-
matikus. 125 év sziinet utan megtaldlta a kovetkezo tokéletes szamot p = 31-
re. Néhany évvel késobb pedig cafolta Cataldi utolsé hamis allitasat, mikor
megmutatta, hogy 2% — 1 nem prim.

Publikalatlan kéziratdban Euler bebizonyitotta Eukleidész tételének meg-
forditdsat, vagyis azt, hogy egy paros tokéletes szam mindig 2P~ (2P —1) alaku
(2P — 1 prim).

Ezenkiviil foglalkozott a paratlan tokéletes szamok létezésének kérdésével
is. Sikeriilt bebizonyitania Descartes allitasat, sot, még tobbet is. Belatta,
hogy egy paratlan tokéletes szdm csak (4n + 1)**10? alaki lehet, ahol 4n + 1
prim.

Ezutdn tobb, mint 150 évig nem taldltak a 23°(23! — 1)-nél nagyobb
tokéletes szamot, és voltak, akik azt gondoltdk, hogy soha nem is fognak.
Peter Barlow példaul azt irta 1811-ben, hogy ez a tokéletes szam ,,a legna-
gyobb, amelyet valaha felfedeznek; mivel ezek a szdmok csupdn érdekesek, de
semmi hasznuk nincs, nem valoszini, hogy barki megprobdl majd nagyobbat
taldlni”. Barlow azonban tévedett, a tokéletes szamok iranti érdeklédés azota

sem csokkent.

A kutatds folytatodik

Francois Edouard Anatole Lucas francia matematikus fedezte fel az els6
hibat Mersenne listdjaban 1876-ban. Anélkiil, hogy megtalalta volna a prim-
tényez6it, megmutatta, hogy a 267 —1 nem prim. E szdm faktorizaldsat Frank
Cole végezte el 1903-ban, miutan éveken keresztiil minden vasarnapjat en-
nek a problémanak szentelte. Az Amerikai Matematikai Térsasag (American
Mathematical Society) taldlkozéjdn tartott eldaddst, mely abbdl &llt, hogy
csondben kiment a tabldhoz és kiszdmolta a kozonség elétt a 267 — 1 értékét,

majd elvégezte a 193707721 - 761838257287 szorzast. A kettonek ugyanaz lett
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az eredménye. A matematikatorténet egyetlen feljegyzett szétlanul megtar-
tott eléadasa utan Cole csondben visszaiilt a helyére, mikozben a kozonség
lelkesen tapsolt.

Lucas ezenkiviil egy primtesztet is megalkotott, mely késobb - Lehmer
altal modositott valtozataban - a Mersenne-primek szamitégépes keresésének
alapjava valt.

1876-ban Lucas azt is bebizonyitotta, hogy 2?7 — 1 is prim (a tizenket-
tedik Mersenne-prim). Ez a legnagyobb Mersenne-prim, amelyet a modern
szamitogépek segitsége nélkil talaltak, és 75 éven keresztiil ez volt a legna-
gyobb ismert primszam.

Lucas eredménye alapjan Catalan azt a kovetkeztetést vonta le, hogy ha
m = 2P — 1 prim, akkor 2" — 1 is prim. Ha ez igaz lenne, akkor tudnénk,
hogy végtelen sok Mersenne-prim, és igy végtelen sok tokéletes szam 1étezik,
ezt azonban nem tudjuk bizonyitani.

Pl p = 2,3, 7-re igaz az allités, de p = 2'%7

— 1 olyan nagy szam, hogy a
2P — 1 prim voltanak ellenérzése mar lehetetlennek tiinik.

A 19. szazad végén Pervusion és Seelhoff egymastdl fiiggetleniil megmu-
tatta, hogy 261 —1 primszdm, majd a 20. szézad elején Powers bebizonyitotta,

2257 _ 1 prim voltat.

hogy a 289 —1 és 2197 — 1 is prim, Kraitchik pedig céfolta
Ezzel minden hibat megtalaltak Mersenne listajaban.

A paratlan tokéletes szamokkal kapcsolatban is folytatdédtak a kutatasok.
Sikeriilt bebizonyitani, hogy ha létezik paratlan tokéletes szam, akkor an-
nak legalabb 8 kiilonbozé primtényezdje van, és legalabb 29 nem feltétlentil
kiilonboz6 primosztéja. Azt is tudjuk, hogy az egyik primtényezének 10%-nél

nagyobbnak kell lennie, maga a paratlan tokéletes szam pedig legaldbb 300

jegyt.
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Bardtsdagos szamok

A pitagoreusok a 220-at és a 284-et a baratsdg szimboluméanak tekin-
tették, mivel az egyik szam részeibol Osszedll a masik, azaz mindkét szam
onmaganal kisebb osztdinak osszege a masik szamot adja.

A 220 a Biblidban is szerepel, amikor a Teremtés Konyvében Jékob
ajandékokkal probalja kiengesztelni Ezsatit, tobbek kozott ,, Kétszdz kecskét,
és hiisz bakot; kétszdz juhot, és hisz kost” ad neki, mely Ezsau irdnti szere-
tetét fejezi ki.

A kozépkorban is fontos szerepet jatszott ez a szdmpéar a horoszkopokban
és a talizmanokon. Azt gondoltak, hogy ha egy talizmanon a 220 vagy a 284
szerepelt, akkor annak tulajdonosa szerencsés lesz a szerelemben.

A kovetkez6 bardtsiagos szampart (17296, 18416) csak tébb, mint kétezer
év mulva, 1636-ban taldlta meg Fermat. Descartes-tal egyiitt felfedeztek egy
- az arabok altal mar a 9. szazad 6ta ismert - szabalyt, melynek segitségével
elo lehet allitani bizonyos tipusu baratsagos szamparokat, és Descartes ennek
segitségével taldlt egy harmadik part is (9 363 584, 9 437 056). Ezeket a
szamparokat is mar régdéta ismerték az arabok.

A 18. széazadban Euler 64 tjabb szampart fedezett fel, melyek koziil
kettorol azonban kidertilt, hogy valdjaban baratsagtalanok.

1830-ban Adrien Marie Legendre talalt egy tjabb szampart.

1867-ben egy 16 éves olasz, B. Nicolo I. Paganini lepte meg a vilagot azzal,
hogy észrevette, az 1184 és az 1210 bardtsagos szampar. Bar valdszintileg
csak taldlgatéassal lelt rajuk, nevét beirta a matematika torténetébe.

Ma mar a baratsagos szamok keresésénél is szamitégépeket hasznélnak.

Mind a tokéletes, mind a baratsagos szamokkal kapcsolatban szamos
kérdésre nem tudjuk még a vélaszt. E problémak a megfelel6 fejezetekben

szerepelnek.

13



3. A paros tokéletes szamok alakja

A péros tokéletes szamok tehat azok a pozitiv egész szamok, melyek valodi
osztoinak Osszege egyenlo a szammal, igy Osszes osztdjanak Osszege a szam
kétszerese, azaz o(n) = 2n.

Eukleidész szerint ,,Ha az eqységtol kezdve kétszeres ardnyban képzunk
egy mértani sorozatot, amig a sordsszeq prim nem lesz, €s az 0sszeggel meg-
szorozzuk az utolso tagot, akkor a szorzat tokéletes szam lesz.”

Vagyis mar a gorogok is tudtak, hogy az (1 + 2 + 22 + ... + 2871)2F =
(2% —1)281 alakd szdmok tokéletes szamok, ha 2% — 1 prim. Ez pedig akkor
teljesiil, ha k prim (ekkor 2% — 1 Mersenne-prim).

Euler 6ta pedig azt is tudjuk, hogy az oOsszes paros tokéletes szam ilyen

alaku.

3.1. Tétel: Egy n paros szam akkor és csak akkor tokéletes, ha
n = 2P~1(2P — 1) alakd, ahol 27 — 1 prim, és igy p is prim.

3.1. Bizonyitas: El6szor lassuk be, hogy az ilyen alaki szamok tokéletes
szamok.

Ha n = 2P71(2? — 1), akkor 2P — 1 prim volta miatt

2P —1 (2?—1)2-1
= : =(2F-1)2¥=2.-20"1(2 — 1) =2

tehat az allitas ezen irdnya igaz.

Ezutan még azt kell belatnunk, hogy egy paros tokéletes szam csak ilyen
alaku lehet.

Tegyiik fel, hogy n paros tokéletes szdm, azaz n = 2¥t, ahol k > 1 egész,
t paratlan, valamint o(n) = 2n.

(1) o(n) = o(2") = o(2V)o(t) = (2F — 1)o(t) = 21t = 2n
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(2) (28 — 1)o(t) = 2+t

Vonjunk ki az egyenl8ség mindkét oldalabol (251 — 1)¢-t!

3) @' =D(o@t)-t)=t

Emiatt o(t) — ¢ osztéja t-nek. Mivel ¢ is osztdja t-nek, és e két oszté
Osszege o(t) —t+t = o(t), vagyis megegyezik ¢ Osszes osztéjanak Osszegével,
ezért t-nek nem lehet tobb osztéja. Vagyis ¢ biztosan prim.

A (2) egyenléség alapjan 2! — 1 osztéja 28 t-nek, és mivel paratlan,
biztosan osztéja t-nek. Ekkor viszont 28! — 1 = ¢ teljesiil, hiszen t-nek csak
az 1 és onmaga osztéja, és k > 1 esetén 281 — 1 > 1. fgy valéban igaz az,
hogy minden péros tokéletes szdm 2F(28+1 — 1) alaki, ahol 2¥* —1 prim, igy

k + 1 = pis prim. Tehdt a pdros tokéletes szdmok 2P~1(2P — 1) alakuak.

A kettohatvanyokkal valé kapcsolatuk miatt felmeriilhet a kérdés, hogy
vajon kettes szamrendszerben milyen alakjuk van a paros tokéletes szamoknak.

Nézziik meg az els6 néhany szamra:

610 - 1102
2810 - 111002
49619 = 111110000

Ugy tlinik, hogy kettes szamrendszerben a paros tokéletes szamok va-
lahany darab 0-bdl és eggyel tobb 1-esbol allnak.

Nézziik meg altalanosan!

21 =10...0,
p—1db
2 —1=10...00—1p=1...1,
p db p db
20712 — 1) =10...0s-1...1o=1...10...0,
N N~ N -~
p—1db pdb pdb p—1db
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Tehét a 271 (2P — 1) alaki paros tokéletes szdmok kettes szamrendszerben

p darab 1-esbdl és p — 1 darab 0-bol allnak.
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4. Mersenne-primek

4.1. Definicié: A 2P — 1 (p pozitiv prim) alaki primszamokat Mersenne-
primeknek nevezziik.

Az ilyen alaki szamok nem minden primkitevore primek, a legkisebb
olyan p, amelyre ossszetett szdmot kapunk, a 11, hiszen 211 — 1 = 2047 =
23 - 89.

Tehat a paros tokéletes szamok egy kettohatvany és egy Mersenne-prim
szorzataként allnak eld.

Marin Mersenne 17. szazadi francia szerzetes, matematikus és fizikus

éppen a paros tokéletes szamok kutatasa miatt keresett ilyen tipusu primeket.
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5. A paros tokéletes szamok tulajdonsagai

5.1. Utolsé jegyiik

5.1.1. Tétel: A paros tokéletes szamok 6-ra vagy 8-ra végzodnek
5.1.1. Bizonyitas:
Egy szam végzddése a szam 10-zel osztva adott maradéka, vizsgaljuk tehat

modulo 10 a 2P71(2F — 1) alaki szdmokat (p pozitiv egész).

p 277! (mod 10) 2P —1 (mod 10) n (mod 10)
1 1 1 1
2 2 3 6
3 4 7 8
4 8 5 3
D 6 1 6
6 2 3 6

25 = 2! (mod 10), ezért p = 6-t61 2P~ értékei ismétlédnek,
2% = 2! (mod 10), ha k =1 (mod 4). Ugyanigy 2P — 1 értékei is ismétlédnek
négyesével, hiszen itt a kettéhatvanyoknal eggyel kisebb szamokat vessziik,
tehat azok periodikus ismétlodése miatt a naluk eggyel kisebb szamok is
ugyanugy viselkednek.

[gy minden pératlan p-re (vagyis ha p = 41 (mod 4))2°~1 (2P — 1) &ra
vagy 6-ra végzodik, vagyis minden 2-nél nagyobb primkitevére is (p = 2-re

pedig 2P71(2P — 1) = 6), igy a pdros tokéletes szamokra is igaz az &llités.
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5.2. Haromszogszamok

A pitagoreusok geometriailag modellezték a szamokat, igy alakult ki a fi-
guralis szamok elmélete, vagyis az olyan egész szamoké, amelyekkel meg-
egyez6 mennyiségii kavicsot, golyot, stb. valamilyen szabalyos alakban ki
lehetett rakni. Koziiliik a legismertebbek a négyzetszamok, de ¢k foglalkoz-
tak példaul téglalapszamokkal és haromszogszamokkal is.

k(k+1)

5.2.1. Definicié: A1 +2+3+...+k = 5

, k € R alakban

felirhato szamokat haromszogszamoknak nevezziik.

Ugyanis ha elkezdiink kavicsokat rakosgatni gy, hogy az elsé sorba egy
kavicsot tesziink, ala a masodik sorba kett6t gy, hogy minden kavics egyenlo
tavolsdgra legyen a mellette és f6lotte 16vEktol, és igy folytatjuk (az n-edik
sorba n darab kavicsot rakva), akkor a kavicsok egy szabdlyos haromszog

alakjat adjak ki.

http://isallaboutmath.files.wordpress.com/

2008/04 /triangular5.png?w=447&h=248

Nem nehéz beldtni, hogy a tokéletes szamok egyben haromszogszamok
2P(2P — 1
is. Ha ugyanis n tokéletes szam, akkor n = 2P~1(2P — 1) = %, és a

k = 2P — 1 helyettesitéssel éppen a haromszogszamok képletét kapjuk.
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5.3. Hatszogszamok

Azokat a szamokat, amelyek értékének megfelel6 szamu kavicsbdl kirak-
hatok a 0,1,2, ...,k oldalhosszisagu szabalyos hatszogek egymasba illesztve
ugy, hogy egy csucsuk és az ebbdl indulé két oldalegyenesiik egybeesik,

hatszogszamoknak nevezziik.

L L Z
®
® .0 @
® L J
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999

S
S

QQQ '

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/
thumb/9/9b/Hexagonal number_28_as_sum_of_gnomons.svg/

106px-Hexagonal _number_28_as_sum_of_gnomons.svg.png

Az elsé néhany hatszogszam: 1, 6, 13, 28, ...

5.3.1. Tétel: A hatszogszamok a k(2k — 1) alaki szamok, k € N.

5.3.1. Bizonyitas:

Az elsé "hatszog” 1 pontbdl all. A masodik a 6 - 1-bol, a harmadik a
6 - 2-bol, stb. (az oldalak hossza mindig eggyel n6. A k-adik a 6 - (k — 1)-bol.

Ez 6sszesen 14+ 6(1+ 2+ ... + (k — 1)) pont.

Amikor azonban ezeket egymaésba rajzoljuk gy, hogy egy csticsuk egybe-
essen ¢és két oldaluk is ugyanarra az egyenesre essen, akkor azt az egy csticsot

k-szor szamoltuk, ezért k — 1-et le kell vonnunk az 6sszegbol. Ezenkiviil a
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harmadik hatszog berajzoldsakor a cstucson kiviil mar szerepel két oldalanak
1-1 pontja, a negyedik hatszog berajzolasakor mar 2-2 pont szerepel a csticson
kiviil, stb., a k-adik berajzoldsakor mar 6(k — 2) pont ott van, ezért ezeket

is le kell vonni. fgy a pontok szama Osszesen:
1+6(1+2+...+(k—-1)—(k—1)—2(142+3+...+(k—2)) =

=4(14+2+...+(k—-1)+1+(k—-1)=

k(k—1)
2

=2k* =2k + k= 2k* — k= k(2k — 1).

=4. + k=

A tokéletes szamok hatszogszamok is, hiszen a 2P~1(2P—1) alaki szamokbdl

k = 2P~1 helyettesitéssel éppen a hatszogszamok képletét kapjuk.

5.4. Paratlan kobszamok oOsszege

5.4.1. Tétel: A 6 kivételével minden péaros tokéletes szam eloall az els6

valahany paratlan kobszam Osszegeként.
n*(n +1)?

5.4.2. Bizonyitas: Az elsé n darab kobszam Gsszege: 1

Az els6é 2k + 1 darab kobszam Osszege:

s _ (2k+1)*(2k +2)°

P+22 43+ ...+ (2k+1) 1

Vonjuk ki ebbdl a paros kobszamok osszegét, és akkor megkapjuk az elso
k + 1 darab paratlan kobszam 6sszegét.

Az 1 és 2k + 1 kozotti paros kobszamok Osszege:

25 443 4.+ (2k) =
=(2-1°+(2-2°%+... + (2 =
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=22 (1P +2°+ ...+ k) =
k*(k 4+ 1)
4

fgy az elsé k + 1 péaratlan kobszam Gsszege:

=8. =2k (k+1)%
P4+3+ . +(2k+1)7° =

=P+ 22+ B+ 82+ 2k + 2+ 1)) — (22 + 43+ .+ (2k)%) =
(2k + 1)%(2k + 2)?

— ; —2k*(k+1)* =
4(2k +1)? 1)
_ 42k~ l(]” ) —2k*(k+1)* =

=(k+1)*(k+1)-2k*(k+1)* =
=(2k+1)* = 2kH)(k+1)* =
= (4> + 4k +1 -2k (k+1)* =
= (2k* + 4k + 1)(k + 1)?

A péros tokéletes szdmok alakja (2P — 1)2P~L.

Legyen 2P~1 = (k + 1)?. Ekkor
2" =k 4+ 1,

és igy

Ekkor
U4 dk+1 = 2(2"7 —1)244(2"7 —1)4+1 =27—2"2 4242 —441=2"—1.
Vagyis

(2P —1)2°7" = (2k* + 4k + 1) (k 4+ 1)* = 1° + 3° + ldots + (2k + 1)°,

azaz az elsé k + 1= 2" darab paratlan kobszam Osszege.
A 6-ra azért nem teljesiil az allitds, mert 6 = (2% — 1)2271, ezért

k=2"% —1=+12—1nem egész szam.
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5.5. Boldog szamok

Adjuk Ossze egy szam szamjegyeit, majd az igy kapott szam jegyeit is, és ezt
folytassuk addig, amig az 0sszeg egyjegyli nem lesz! Ha az eljards végén 1-et

kapunk eredménytiil, akkor az eredeti szamot boldog szamnak nevezziik.

5.5.1. Tétel: A 6-nal nagyobb paros tokéletes szamok boldog szamok.

5.5.1. Bizonyitas: Egy szam és a szamjegyeinek az Gsszege 9-cel osztva
ugyanazt a maradékot adja, ezért az eljaras végén kapott egyjegyll szam
az eredeti szam 9-es maradéka. fgy csak azt kell belatnunk, hogy a 6-nal
nagyobb paros tokéletes szamok 9-cel osztva 1 maradékot adnak.

Legyen n paros tokéletes szdm, n = 2P~1(2P—1), ahol p paratlan primszdm
(p = 2-re kapjuk éppen a 6-ot).

Vizsgaljuk meg a két tényez6 kilences maradékainak segitségével n ma-

radékait!
p 271 (mod 9) 2? — 1(mod 9) n(mod 9)
1 1 1 1
2 2 3 6
3 4 7 1
4 8 6 3
) 7 4 1
6 ) 0 0
7 1 1 1

p = 7 -t6l kezdve ismétlédnek a maradékok, mert (2,9) = 1, igy
2¢(9) = 26 = 1 (mod 9). Lathat6, hogy minden pératlan p-re n 9-cel osztva

1-et ad maradékul, tehat az allitas igaz.

Mas forrasok szerint egy szam akkor boldog, ha a szamjegyeinek négyzet-
0sszegébdl kapott szam jegyeinek négyzetosszegét véve, és a kapott szammal

az eljarast folytatva, végil 1-et kapunk.
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Ebben az esetben azonban nem olyan egyszerii a dolog, mert azzal, hogy
egy egyjegyl szamhoz jutunk, még nem minden esetben ér véget az eljaras.
Példaul, ha 2-t kapunk, azt négyzetre emelve 4 lesz az eredmény, ha pedig
a 4-et emeljiik négyzetre, akkor 16-ot kapunk, amellyel tovabb folytathatjuk
az eljarast.

Az 1 esetében nincs ilyen probléma, hiszen 12 = 1, tehat az eredmény
nem valtozik. Ugyanez igaz a nullara is, de barmely nullanal nagyobb szdm
jegyeinek négyzetosszege nagyobb lesz nullandl, ezért ezzel nem is kell foglal-
kozni.

Egy- és kétjegyli szamokra a jegyek négyzetosszegének levezetése a dol-

gozat végén a Fliggelék II.-ben talalhato, itt csak a végeredményt kozlom.
Egyjegyti szamoktdl indulva a kovetkezokre jutunk:

1—1
2—-4
3—9—4
4 —4
5—4
6—4
7T—1
8§ —=14
9—4

Minden pozitiv egész szam jegyeinek négyzetét osszeadva, majd a kapott
szam jegyeivel folytatva az eljarast, végiil mindig 1-et vagy 4-et kapunk. Az
1-gyel tovabb folytatva, mindig 1-et kapunk, a 4-gyel folytatva pedig:

4% =16

124+6%2=1+36=37
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3+ 7 =9+49=158
52 + 82 =25+ 64 = 89
8 + 92 = 64 + 81 = 145
12442452 =1+16+25 =42
42422 =16+4=20
22+02=4+0=14

Vagyis visszajutunk a 4-hez, mas egyjegyi szam érintése nélkiil.

A fliggelékben talalhaté annak a megmutatdsa, hogy minden kétjegyt
szamnal egyjegytre vezet az eljaras.

Héaromjegyt szamoknal a leheté legnagyobb négyzetosszeget a 999-nél
kapjuk, 92 + 92 + 9% = 243, vagyis ennél nagyobb nem lehet a hiromjegyi
szamok négyzetosszege. 243-ig viszont a lehetd legnagyobb négyzetosszeg a
199-6, amely 12 + 9% + 92 = 163. Eddig a legnagyobb négyzetosszeg a 159-¢:
12 4+ 5% + 92 = 107, amelyre viszont a jegyek négyzetosszege 12 + 72 = 50,
és ez mar kétjegyl szamra vezet, tehat haromjegytieknél biztosan csokkenés
tapasztalhaté az eljarassal.

A haromnal tobb jegyll szamok esetén a jegyek négyzetosszege kevesebb
szamjegybdl all, mint az eredeti szam, hiszen még a legnagyobb n-jegyl

szamra, 9...9-re is teljestil, hogy a jegyek négyzetosszege legfeljebb n — 1

. . n db
Jegyu:

n-9°=8ln < 100n < 10"
Hiszen n = 4-re igaz: 100 -4 = 400 és 10 = 1000, és a 10® fiiggvény
meredeksége x > 4-re nagyobb, mint a 100z fiiggvényé.
Ez azt jelenti, hogy minden, ilyen értelemben boldogtalan (= nem boldog)
szamra a végeredmény 4 lesz.
Ebben az értelemben a tokéletes szamok p = 3,5, 7-re boldogok, de
p = 13,17,19-re nem. Nem lehet egyszerlien eldonteni, hogy melyek lesz-
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nek boldogok és melyek nem. Példaul
28-ra (p=3): 22+ 8% =4+ 64 = 68
62 4 8 =36 + 64 = 100
P+0°+0*=1

de 33550336-ra (p =13): 32+ 3>+ 52+ 52+ 02+ 32+ 3 + 6% =
=94+9+25+25+0+9+9+36=122

124+224+22=14+44+4=9—4
5.6. Reciprokosszegik

Nézziik meg elGszor a paros tokéletes szamokra!
5.6.1. Tétel: A paros tokéletes szamok osztéinak reciprokosszege 2.

5.6.1. Bizonyitas: Mivel a paros tokéletes szamok alakja
n=2""12"-1),
ahol p és 2P — 1 prim, nem nehéz felsorolni az oszto6it, melyek:
1,2,22,...,2071 2P — 1 2(2P — 1),2%(2P —1),...,2°7 1 (2P — 1).

Ezek reciprokosszege:

UL IS SN S S S
172 22 Tt Te o T (2p—1) 2220 —1) T 2el(2p — 1)

Mivel minden nevezében n egy osztdja szerepel, hozzuk kozos nevezore a
torteket. A nevezo igy n lesz, a szamldléban pedig minden oszté osztéparja
szerepel, vagyis n minden osztdja megjelenik pontosan egyszer, tehat a tort:

WP —1) 42 2P 1) .. (1) PP 2y 4]
- .
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Mivel a szamlalé n osztdinak Gsszege (o(n)) és n tokéletes szam, ezért ez az

osszeg 2n-nel egyenld, vagyis a tort:
2n
29
n

Es ez volt az eredeti allités.

Ugyanez altalanosan is igaz, vagyis nemcsak a paros, hanem a paratlan
tokéletes szamokra is (ha léteznek egyéltalan paratlan tokéletes szamok).
5.6.2. Tétel: Az n tokéletes szam osztdinak reciprokosszege 2.

5.6.2. Bizonyitas: Az
LA
di dy T dyw)

Osszeg értékét keressiik. Hozzuk a torteket kozos nevezore. Mivel minden tort

nevezoje n osztoja, és n 0sszes osztdja szerepel, a legkisebb kozos nevezd maga
n lesz. Ekkor viszont a szamlaléban mindig a nevezobeli osztd osztoparja

szerepel, vagyis a szamlalé n osztoinak osszege lesz:

dl—l—dg—i-...-i-dd(n) _a(n)_2_n_2
n N n N n N

Az allitas forditottja is igaz:
5.6.3. Tétel: Ha egy szam osztdinak reciprokosszege 2, akkor a szam
tokéletes.

5.6.3. Bizonyitas:
LI
di dy T dyw)
Az el6z6 bizonyitashoz hasonléan az osztéparok miatt:
di+dy+ ... +dyny o(n)
n n

A nevezbvel valé beszorzas utdn: o(n) = 2n, vagyis a szam valoban
tokéletes.
Tehat oOsszefoglalva: egy pozitiv egész szam osztdinak reciprokosszege

pontosan akkor 2, ha a szam tokéletes.
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5.7. Harmonikus szamok

5.7.1. Definicié: Egy n szam osztéinak harmonikus kozepe:

d(n)

1 1
d1+"'+dd<n>

H(n) =

ahol dy, ..., dgn) az n Osszes osztoja.
5.7.2. Definicié: Egy szamot harmonikus szamnak vagy Ore-szamnak

neveziink, ha osztéinak harmonikus kozepe egész szam.

Nézziik el6szor ismét csak a paros tokéletes szamokral!

5.7.3. Tétel: Minden paros tokéletes szam harmonikus.

5.7.3. Bizonyitas: Lattuk, hogy egy tokéletes szam osztoinak recip-
rokosszege mindig 2, vagyis H(n) képletében a nevezében 2 szerepel.

Mivel a paros tokéletes szamokra n = 2P~1(2P — 1), ahol 2P — 1 primszdm,
osztoinak szama:

dn) =((p—1)+1)-2=2p

2
Ekkor H(n) = 7p = p, amely egész szam, tehdt a tokéletes szamok valéban

harmonikusak.
Ez az allitéas is igaz a paratlan tokéletes szamokra is.

5.7.4. Tétel: Minden n pératlan tokéletes szam harmonikus.

5.7.4. Bizonyitas: Mivel a paratlan tokéletes szamok osztéinak recip-
rokosszege 2, osztéik harmonikus koézepe H(n) = @, vagyis csak azt kell
belatni, hogy minden paratlan tokéletes szamnak paros sok osztdja van.

A paratlan tokéletes szamok minden osztdja is paratlan. Ha paratlan sok
osztojuk lenne, akkor azok Osszege is paratlan lenne, vagyis nem lehetne az

Osszeg az eredeti szam kétszerese. Igy a paratlan tokéletes szamok osztdinak

szama is paros.
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Ha pedig d(n) minden n pératlan tokéletes széamra paros, akkor
d(n .
H(n) = % egész szdm, vagyis minden paratlan tokéletes szam harmonikus.
Mivel belattuk a paros és a paratlan tokéletes szamokra is az allitast,

ezért igaz az, hogy minden tokéletes szadm harmonikus szam is.
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6. Paratlan tokéletes szamok

Mig péros tokéletes szamokat mar az okori gorogok is ismertek, a mai napig
senkinek sem sikeriilt paratlan tokéletes szamot taldlni, s6t, azt sem tud-
juk, hogy léteznek-e egyaltalan. Ennek ellenére sokat tudunk arrél, hogy ha
léteznek, akkor milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek.
6.1. Tétel: Ha létezik egy n paratlan tokéletes szam, akkor
a, n = s°p, ahol p = 4k + 1 prim;
b, n =1 (mod 12) vagy n =9 (mod 36).
6.1. Bizonyitas:
2)
Legyen n = qllqg2 ..qP, q; paratlan prim, i = 1,...7.
Ekkor

ocn)=01+qa+...+¢").-..(1+¢q¢ + ...+ ") =2n,

ahol n paratlan, ezért o(n) paros, de nem oszthaté 4-gyel, tehat primtényezos
felbontasaban pontosan egy 2-es lehet.

Ez azt jelenti, hogy az (1 + ¢; + ...+ ¢;") tényezdk kozil pontosan egy
péros (de 4-gyel nem oszthatd), a tébbi pedig paratlan. Mivel n paratlan, igy
minden ¢; és azok minden hatvanya péaratlan, ezért egy tényezo akkor lesz
paratlan, ha paratlan sok taghdl all, vagyis [3; paros egy kivételével minden
i-re. Legyen ¢, a kivétel, vagyis (3, legyen paratlan, vagyis 3, = 2k+1. Ekkor
a [, paros részét levalaszthatjuk, igy n = (¢7'¢5? ... ¢%1)g,, ahol minden
B; kitevé paros (i = 1,...,r — 1) és 5, — 1 is péros, vagyis g, kivételével n
négyzetszamok szorzata, n = s2¢,. Legyen ¢. = p, ekkor n = s?p.

Tegytik fel, hogy p egy 4k — 1 alaki prim. Ekkor
p=-—1 (mod4)
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p’ =41 (mod 4)
p?=—-1 (mod4),leN

Igy o(n)-ben
L+p+p’+. . +p"=1-1+1-1%...—1=0 (mod4),

és igy

ami nem lehet, mert

o(n) =2 (mod 4).

Ezért p csak 4k + 1 alaku lehet.

Ezzel belattuk az allitas a) részét.

b)

Vizsgaljuk kiilon n 4-gyel, ill. 3-mal osztva adott maradékat. Kezdjik a
4-gyel.

Mivel p = 1 (mod 4), p* =1 (mod 4) is teljesiil.

A qi,...,q_1 primtényez8k n-ben paratlanok és kitevéik pdrosak. Igy
¢; = £1 (mod 4) és qzﬂ =+1 (mod 4),i=1,...,r—1.

Emiatt szorzatuk, vagyis n is 1-gyel kongruens modulo 4.

Most vizsgaljuk a 3-mal val6é oszthatdsagot.

Ha n valamelyik primtényezéje 3 (és ez nem lehet p, mert 3 # 4k + 1,
akkor az paros kitevon szerepel, vagyis n nemcsak 3-mal, hanem 9-cel is
oszthatd, és mivel 4-gyel osztva 1-et ad maradékul, n =9 (mod 36).

Ha n primtényez6i kozott nem szerepel a 3, akkor ¢; = +1 (mod 3),
i =1,2,...,r — 1, és mivel 3; pdros, qf = +1 (mod 3), és a szorzatuk is
1 maradékot ad harommal osztva. fgy n ugyanannyi maradékot ad 3-mal

osztva, mint p.
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A+p+p?+ .. +0")=Q+pA+p*+p + ... +p" Do(n) =2n

Ha p egy 3k — 1 alaki prim lenne, akkor 3|p + 1, és igy 3|o(n) = 2n, vagyis
3|n lenne. Ez viszont ellentmond annak, hogy n primtényezéi kozott nem
szerepel a 3.

Tehét p 3k + 1 alakd, és igy n is 1 maradékot ad 3-mal (és 4-gyel) osztva,
vagyis n =1 (mod 12).

6.2. Tétel: Tetszoleges s-hez legfeljebb véges sok paratlan tokéletes
szam van, amelynek s kiilonboz6 primtényezoje van.

6.2. Bizonyitas: Tegytik fel indirekten, hogy van olyan s, amelyre
végtelen sok paratlan tokéletes szam fordul el6 s kiilonboz6 primtényezovel.

Ekkor vannak olyan primszamok, amelyek ezek koziil csak véges soknak
oszt0i, és olyanok is, amelyek végtelen soknak. Ez utébbiak kozott is vannak
olyanok, amelyek végtelen sok tokéletes szam felbontdsaban ugyanazon a
kitevon szerepelnek, és olyanok is, amelyek nem.

Legyen p; olyan primszam, amely a paratlan tokéletes szamok koziil
végtelen soknak a felbontdsaban szerepel, rdaadasul mindegyikben azonos
(k1) hatvanykitevén (ha létezik ilyen prim). Valasszuk ki ezeket a tokéletes
szamokat. Keressiink egy kovetkez6 primet (py), amely a kivélasztott szdmok
tényez6i kozott végtelen sokszor szerepel ugyanazon hatvanyon (ky). Ezt
az eljarast folytassuk tovabb, amig csak taldlunk ilyen primtényezoket. Ez
az eljards véges sok lépésben befejezodik, hiszen maguk a szamok véges
értékiiek, de ha végtelen sok kozos primtényezd szerepelne a felbontasukban,
akkor végtelen nagyok lennének a szamok is.

Ezutan az igy kivalasztott szamok primtényezoi kozott keressiink olyat

(q1), amely végtelen sok szdm felbontdsaban szerepel, de nem mindegyikben

32



azonos hatvanyon, és csak azokat tokéletes szamokat tartsuk meg, amelyek-
ben ez szerepel. A megmaradt szamok kozott folytassuk ezt az eljarast, amig
lehetséges. Ez is véges sok 1épés utan véget ér, az el6z6 okbdl kifolyodlag.

A megmaradt paratlan tokéletes szamok:
ni, N2, N3, ...

Az i-edik szam primtényezos felbontésa:

a1 ar Bi1 Bir, Vi1 Yim
N, =Py P qq ...qlW“Z-1 e Tim s

ahol k+1l+m=s,1=1,2,3,....

Mivel kiilonbozo tokéletes szamokrdl van szd, semelyik két szam fel-
bontdsaban nem lehet | = m = 0, ezenkivil (;1, ..., By, ill. 71, ..., 75 koziil
egyik sem szerepelhet végtelen sokszor. Ebbol kovetkezik, hogy barmely K
valds szamnal kisebb (3;;-b0l és 7,-bdl csak véges sok lehet, vagyis ha 7 elég
nagy, akkor 3;; és r;, nagyobb lesz K-nal.

Mivel n; tokéletes szam:

o U(nz‘) B ptanrl -1 pzzk—&-l -1
no ptm—1) " ptek—1)
qfﬂ-‘rl —1 qlﬁiz-i-l —1 T?lil+1 —1 r??iwm+1 —1
@ -1) ¢ g1 A ra=1) T (i, — 1)
Alakitsuk 4t a torteket:
1
qﬁij“ 1 a5 — qj_” .
= i =1,2,...,1

¢ -1 -1

Mivel 3;; minden hatdron tdl n6, ha ¢« minden hatdron tidl nd, ezért

igy a tort hatarértéke:



Kicsit masképp atalakitva a harmadik tipusu tényezoket:

Yin+1 1— S —
i _ ~ip 1
Tin 1 _ i
Yih - 1
e

Tih

Ha ¢ minden hataron tul no, akkor r;, is, ezért a szamlalo és a nevezo

masodik tagja is nulldhoz tart, az egész tort pedig 1-hez:

1— 1
pintl 1
ihl —>——>1
_Tih
Ezek alapjan
y_om) ot -1 -1 e
n pit(p—1) P —1) ¢ —1 ¢ —1
Ezt atrendezve azt kapjuk, hogy:
a1+1 ap+1
o « ; pll —1 Py —1
200t e (g —1) - qﬁll == =g ...q.
R T S P

Az egyenlOoség mindkét oldalan egész kifejezések szorzatai allnak, ezért
qi,...,q osztéi a jobb oldalnak. Legyen koziiliik ¢; a legnagyobb. Ekkor
¢ > (¢; — 1), igy ¢1 { (¢ — 1) minden j = 1,...,[, és mivel ¢; kiilonbozik
P1, - - -, Pe Primtol; ezért azoknak sem lehet osztéja.

Tehat az indirekt feltétel ellentmondéasra vezetett, vagyis igaz az eredeti

tétel.

E feltételeken kivil azt is tudjuk, hogy ha léteznek paratlan tokéletes
széamok, akkor azok nagyobbak 103%°-n4l és legaldbb nyolc kiilonb6z6 primosz-

tojuk van.
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7. Bovelkedo és hianyos szamok

7.1. Definicié: Egy pozitiv egész szamot bovelkedonek neveziink, ha osztoi-

nak Osszege nagyobb a szdm kétszeresénél, azaz o(n) > 2n.

Masképp megfogalmazva egy szam boévelkedd, ha a nala kisebb osztdinak
Osszege nagyobb a szamnal.
Bévelkedo6 szam példaul a 12, mert a nala kisebb osztéinak Osszege

1+2+3+4+6=16>12.

7.2. Tétel: Minden bévelkedd szam tobbszorose is bovelkedd.

7.2. Bizonyitas: Elég azt belatni, hogy ha n boévelked6, akkor pn
is bovelkedd, ahol p primszam, mert egy Osszetett szammal vald szorzas
értelmezhetd primszamokkal valé szorzasok sorozataként.

Vizsgaljuk elészor azt, amikor p és n relativ primek. Ekkor o(pn) =
o(p)o(n) > po(n) > p-2n = 2(pn), vagyis pn valéban bévelkedé.

Most nézziik azt az esetet, ha n és p nem relativ primek, vagyis p|n.
Ekkor n = pFn*, ahol ptn*. Igy pn = p**'n*, ahol (p*! n*) = 1.

Ekkor

o(pn) = o(p**'n*) = o (p" Mo (n*) > pHlo(n) > p*iant = 2(p" ") = 2(pn).

7.3. Tétel: (Goldbach-tipusi tulajdonsdg) Minden 46-nal nagyobb
paros szam felirhaté két bovelkedd szam Osszegeként.

7.3. Bizonyitas: Legyen n > 46 paros szam, és irjuk fel n = 20m + r
alakban (m pozitiv egész, r = 0,2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18).

Allftsuk el n-et a + b alakban, ahol a a 20-nak tobbszorose, vagyis biz-
tosan bévelkedé, hiszen a 20 bévelkdedé (0(20) =20 =1+2+4+5+10 =
=22 > 20).
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n a b o(b)—b feltétel

20m  20(m—1) 20 22 -
20m+2 20m—2) 42 54  m>?2
20m+4 20m—1) 24 33  m>1
20m—+6 20m—3) 66 78  m>3
20m—+8 20m—2) 48 76  m>2
20m+10 20(m—1) 30 42  m>1

20m-+12  20m 12 16 -
20m+14 20(m—2) 54 66  m>2
20m+16 20m—1) 36 55  m>1
20m+18  20m 18 21 -

Ezek utdn mar csak azokat a 46-nal nagyobb szamokat kell ellendrizni,

amelyek az m-re vonatkozé feltétel miatt kimaradtak. Ezek:

66 =12 + 54
48 =124 36
94 =30+ 24

Tehat valéban minden 46-nal nagyobb paros szam felirhaté két bévelkedo

szam Osszegeként.

7.4. Definicié: Egy pozitiv egész szamot hidnyosnak neveziink, ha

osztéinak Osszege kisebb a szam kétszeresénél, azaz o(n) < 2n.

Masképp fogalmazva egy szam hidnyos, ha a nala kisebb osztéinak osszege
kisebb maganal a szamnal.
Példaul hidnyos szam a 15, mert a nala kisebb osztdinak Gsszege:

1+3+5=9<15.
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7.5. Tétel: Minden primszam hianyos.

7.5. Bizonyitas: Egy p primszamnak pontosan 2 osztdja van, 1 és p.
Ezek 0sszege 1+ p < 2p, hiszen minden primszam nagyobb 1-nél.

7.6. Tétel: Minden kettéhatvany hianyos.

k+1 _ 1
7.6. Bizonyitas: Ha n = 2% akkor o(n) = ——— =21 — 1 <

2—-1
< 2Ft =2.2F = 9n,
Nem csak a 2 hatvanyaira, hanem barmely primhatvanyra igaz ugyanez.
7.7. Tétel: Minden p primre p* hidnyos.
7.7. Bizonyitas: Bizonyitsunk teljes indukciéval.
k = 1-re mar belattuk az allitast.
Tegytik fel, hogy k = m-re igaz.
Nézziik meg k = m + 1-re, kihasznalva az indukcios feltételt:
o(p™ ) = 14+p+p*+.. . 4pm+pm Tt < 2pm4pmtt < prtlgpmtl = opmtL

Tehat valéban minden primhatvany hianyos szam.

7.8. Tétel: Ha egy n paratlan szamnak csak két kiillonb6z6 primosztéja

van, akkor n hidnyos, azaz ha n = p"¢®, akkor o(n) < 2n.

7.8. Bizonyitas:
7.8.1. Segédtétel: Minden paratlan primhatvany osztdinak osszege

4
kisebb, mint a primhatvany g—szorosa, ha a prim 3-nél nagyobb, azaz o (p¥) <

4
gpk, ahol p > 3 paratlan prim.

7.8.1. Bizonyitas: Hasznaljunk teljes indukciot!

. 140 4 4
k = l-re igaz az allitds, mert o(p) = 14+p < 0,3p+p =1,3p < 3P ha
p > 3.

Tegyiik fel, hogy k = m-re igaz az allitas.
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Ekkor k = m + 1-re:

o(p™th) = 14p+p* . " Hp" T = o (p™)+p" T < 3P +p Tt < =P 1
ha
4 1
~.m < = m—&—l7
3P =3P
4 - 1
3 3pa
4<p

Ez pedig minden 3-ndl nagyobb primszamra teljesiil.
7.8.2. Segédtétel:
c(3") <1,5-3"
7.8.2. Bizonyitas:
-1 3.37-1

7": = :1 .37 — 1 -3
o(3") = "5 5 5.3 —0,5<1,5-3

7.8. Bizonyitas:
1. p,g>3

4 4

T S T S T S 167‘8 T S
U(n)ZO(pq)za(p)U(Q)<§p c=q¢"=—p'¢ <2p¢°=2n

3 9

2. n egyik primosztdja 3. Legyen p = 3 és ¢ > 3.

3 4
o(n) = 0l ¢") = o(3°) = o(3)olg") < 53 -5 =2 g =2

7.9. Tétel: Egy hianyos szamnak végtelen sok bovelkedd tobbszorose és
végtelen sok hianyos tébbszordse van.
7.9. Bizonyitas: Ha egy hidanyos szamot megszorzunk egy bévelkedd

szammal, akkor mindig bévelked6 szamot kapunk, hiszen bovelkedd szam
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minden tobbszorose is bovelkedd. fgy végtelen sok bdvelked6 tobbszorost
kaphatunk.

Ha n hidnyos szam, akkor o(n) < 2n, vagyis 2n — o(n) = d > 0. Ha n-et
egy elég nagy, n-et nem osztoé primszammal szorozzuk meg, akkor a szorzat

is hidnyos lesz, ugyanis
o(pn) = a(p)o(n) = (1 +p)o(n) =

=o(n)+po(n) = 2n—d) + p(2n — d) < 2pn.

2n
Az egyenl6tlenség teljestil, ha 2n — d < pd, dtrendezve i 1 < p. Tehét ha
elég nagy primmel szorzunk meg egy hidnyos szamot, akkor valoban hianyos

lesz a szorzat is.

7.10. Tétel: Egy hidnyos szdm minden osztdja is hidanyos.

7.10. Bizonyitas: Tegyiik fel indirekten, hogy az n hianyos szamnak
létezik nem hianyos d osztéja. Ekkor d vagy tokéletes vagy bovelkedo.

Ha d bovelkedd, akkor egy bovelkedd szdmnak van hidnyos tobbszorose
(n), amely ellentmond 7.2-nek.

Ha d tokéletes, akkor d osztéinak Osszege: aq + as + - -+ 4+ a5 = 2d.

Ha n = db, akkor n osztoi kozott biztosan szerepel az 1 és a1b, ash, . . ., asb,

melyek 0sszege
artb+ab+---+ab=1+(a; +as+---+as)b=1+2db =1+ 2n,

vagyis n néhany osztojanak osszege nagyobb 2n-nél; ezért n bévelkedd, ami
ellentmondaés.
Ezzel az eredeti allitast belattuk.
7.11. Tétel: Egyetlen tokéletes szamnak sincs tokéletes tobbszorose.
7.11. Bizonyitas: Legyen n tokéletes szam és m tetszoleges pozitiv

egész, nlm, igy m = kn, (k > 1) egész.
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Ekkor o(n) = di + dy + ... + dgny = 2n (d1, ..., dan) 8z n szam Gsszes
pozitiv osztéja).

m = kn-nek biztosan osztdja kdy, ..., kdyy) és az 1, de lehet még mas
osztéja is. Vagyis o(m) = o(kn) = kdy + ... + kdgpmy + 1+ ... =
=k(di+...+daw) +1+... = k-2n+1+4+... > 2kn = 2m, vagyis m bévelkeds,

tehat nem tokéletes.

7.12. Tétel: A tokéletes szamok minden osztdja hianyos.

7.12. Bizonyitas: Tegyiik fel indirekten, hogy az n tokéletes szamnak
van bovelkedo vagy tokéletes osztoja.

Ha van bévelked6 osztdja, akkor ennek az osztonak minden tobbszorose
is bovelkedd, vagyis n is, ami ellentmondas.

Ha van tokéletes osztéja, akkor ennek az osztonak, amely tokéletes, van
olyan tobbszorose, amely szintén tokéletes, ez viszont ellentmond az el6z0
allitasnak.

Tehat egy tokéletes szam osztdja sem bévelkedd, sem tokéletes nem lehet,
vagyis a tokéletes szamok minden osztéja hidnyos.

7.13. Kovetkezmény: Egy tokéletes szam minden tobbszorose bovelkedo,
hiszen ha egy tobbszorose tokéletes lenne, akkor ennek a tokéletes tobbszoros-
nek lenne tokéletes osztdja, ami ellentmond 7.12-nek, ha pedig hianyos tobb-
szorose lennek, akkor ennek a hidnyos szammnak lenne tokéletes osztdja, ami

pedig 7.10-nek mond ellent.

Ezek alapjén a 7.3 Tételre (minden 46-nal nagyobb péros szam felirhaté
két bovelkedd szadm Osszegeként) j bizonyitas adhat6, amely az elsé bi-
zonyitas logikdjat koveti, csak 20 helyett a 6 tobbszoroseiként allitjuk el
az egyik bovelked6 szamot. fgy a szamok eloallitasa:

Ha a = 0 (mod 6), akkor a = 6(m — 2) 4+ 12, ahol m > 3.
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Ha a = 2 (mod 6), akkor a = 6(m — 3) 4+ 20, ahol m > 4.

Ha a =4 (mod 6), akkor a = 6(m — 6) 4 40, ahol m > 7.

Az Osszeg elso tagja azért bovelkedd, mert egy tokéletes szam tobbszorose,
a masodik tagokrdl (12, 20, 40) pedig szdmolassal ellendrizhetd, hogy valoban
bovelkeddek.

Ebben az esetben a kikotések nem zarnak ki 46-nal nagyobb szamokat,

ezért ezzel be is bizonyitottuk az allitast.
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8. Egyéb érdekes szamok

A tokéletes szamokkal valé foglalkozas soran a matematikusok elkezdtek
vizsgalni hasonlé tulajdonsagokkal rendelkezé szamokat (példdul olyanokat,
amelyekre bizonyos osztoik oOsszege adja ki magat a szdmot vagy osztoik
Osszegének vessziik az osztoit, és azok Osszegeként kapjuk a szam kétszeresét,
esetleg osztéinak Osszege nem a szam kétszeresét, hanem k-szoroséat (k > 2)
adja és olyanokat is, amelyek csak egy hajszalnyival maradnak le a tokéletes
jelzorol, mert valédi osztéik dsszege eggyel kisebb vagy nagyobb néluk.) Ezek
vizsgalata is érdekes és kihivast jelento feladat, igy érdemes megismerkedni

velik.

8.1. Szupertokéletes szamok

8.1.1. Definicié: Az n pozitiv egész szamot szupertokéletesnek nevezziik,
ha o(o(n)) = 2n.

8.1.2. Tétel: Egy n paros szam akkor és csak akkor szupertokéletes, ha
n = 2P~ alakd, ahol 27 — 1 Mersenne-prim.

8.1.2. Bizonyitas:

El6szor lassuk be, hogy minden ilyen alaki szdm szupertokéletes.

2P —1
a(a(2p1)):a(2 1) —o(2?—1)=1+4+2—-1=20=2.20"1

tehat ezek a szamok valéban megfelelnek a szupertokéletesség feltételeinek.
Ezek utan azt kell megmutatnunk, hogy ha egy péaros szam szupertokéletes,
akkor mindig ilyen alak.

Legyen n = 2%¢, ahol ¢ pozitiv paratlan egész szdm és k > 1 egész.
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Ekkor o (o (2%t)) = 2¥1t-nek kell teljesiilni.
o(2ft) = o(2%)o(t) = (28 — D)o (1),

igy (281 —1)0o(t) és o(t) osztédja a o(2Ft)-nek, és mivel k > 1, nem egyenldek.
Ezért
26t = o (0 (2%1)) > (2" — D)o (t) + o(t) = 28 o(t).

Ebbél viszont kovetkezik, hogy t > o(t), ami csak t = 1 esetén teljesiil,
kiilonben t osztoinak Osszege legalabb ¢ + 1.
lgy
n = 2%,
o(n) =2M1 — 1,
o(o(n)) = o (28 — 1) = 281 = 2n,

Mivel 281 — 1-nek két kiilonboz6 osztéja 2841 — 1 és 1, és ezek Osszege 281,
ezért nincs is mas osztdja, vagyis 281 — 1 (Mersenne-)prim.
A paros szupertokéletes szamok szama tehat megegyezik a Mersenne-

primek szaméaval, ezért nem tudjuk, hogy végtelen sok van-e beldliik.

Azt sem tudjuk, hogy léteznek-e paratlan szupertokéletes szamok, de ha
vannak, akkor teljesiilni kell rajuk néhany feltételnek:

8.1.3. Tétel: Ha egy paratlan szam szupertokéletes, akkor négyzetszam.

8.1.3. Bizonyitas:

Tegyiik fel indirekten, hogy n paratlan szupertokéletes szam, de nem
négyzetszam.

Ekkor o(n) péros, mert ha n = pi™* - ... p&, akkor

on)=00+pi+...+p")...(L+p +...+p),
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és mivel n nem négyzetszam, van olyan primtényezéje, amely nem paros
hatvanyon szerepel, ezért az egyik tényezoben paros sok paratlan szam Osszege
all, emiatt az a tényezo - és igy az egész szorzat is - paros lesz.

Legyen o(n) = 2%, ahol k > 1 egész és | paratlan pozitiv egész szdm.
Ekkor

o(o(n)) = (21 = 1)o(l) = 2n.

Ebbél kovetkezik, hogy [ > 1, mert [ = 1 esetén o(l) = 1, igy
2+l 1 = 2n lenne, ami lehetetlen, hiszen baloldalon egy pératlan szdm all,
mig jobb oldalon egy péros. Ha viszont [ > 1, akkor o (1) > I.

Mivel 251 — 1 pératlan, o(I)-nek parosnak kell lennie, hogy a szorzatuk
péros legyen, vagyis o(l) = 2m, ahol m pératlan egész, mert n is paratlan.

Igy n = (281 — 1)m, vagyis n-nek két kiilonbozé osztéja 25+ — 1 és m,

hiszen n nem négyzetszam. Ezért
o(n) > (28 — Dm +m = 2m,
[ < o(1)-bél kévetkezik, hogy
o(n) = 2F1 < 2%¢ (1) = 2"m,

ami ellentmond az el6z6 sornak.
Tehat egy paratlan szupertokéletes szamnak valéban négyzetszamnak kell

lenni.
8.1.4. Tétel: Egy paratlan primszam hatvanya nem lehet szupertokéletes.

8.1.4. Bizonyitas:
Tegyiik fel indirekten, hogy p® szupertokéletes szam (p paratlan primszam,
a > 1 paros szam az el6z6 tétel miatt).
Ekkor
o) =1+p+p"+.. +p"=d"q. g,
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ahol ¢; pozitiv primszam és (3; > 0 egész.
olc(p®)=0+qg+...+¢") ... (0+qgs+ ... +¢) =2p°

Mivel p paratlan prim, az s tényezos szorzatnak pontosan egy tényezoje paros
(de néggyel nem oszthatd), a tobbi paratlan. Legyen 1+ ¢q; + ...+ ¢;" paros,
igy 1 paratlan, (3;, i > 1 pedig péaros.
Mivel minden tényez6 nagyobb, mint 2, p mindegyiknek osztdja, ezért
1

Itat. +e' == —1=0 (mod p),

igy
At =1 (mod p).

)

(1 paratlan, ezért
@ - l= (g - D@ T T ),

(¢ = 1) = (¢ — Dl + 1),
igy (q1 + 1) kiemelhet6 az els6 szorzatbdl. Emiatt p|g; + 1, vagyis
¢ = —1 (mod p).

qlﬁlﬂqgﬁ2+1 LT = (=11 o1 =1 (mod p).
1= qf1+1q§2+1 . qferl =qq. .. qs(l—l—p+p2—|—. AP = qga ... g5 (mod p).

Legyen S = (02 +1)...(03s + 1) paratlan szdm.
Ekkor

(112 - - -qs)s =1=1 (mod p).
De ugyanakkor

(12 q.)° = ¢ (¢

ﬁ2+1)(ﬁ3+1)~~(ﬁs+1) ( ﬁs+1)(ﬁ1+1)...(ﬁs,1+1)
2 DY

qS
=(=1)-1-1-...-1 (mod p),

ami ellentmondas.
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8.2. Majdnem tokéletes szamok

8.2.1. Definicié: Az n pozitiv egészt majdnem tokéletes szamnak nevezziik,
ha o(n) =2n — 1.

8.2.2. Tétel: A 2-hatvanyok majdnem tokéletes szamok.

8.2.2. Bizonyitas:

2k+1 -1

- =9kl _1=2.2"_1
2-1

o(2F) =

Tehat egyelore egy paratlan majdnem tokéletes szamot ismeriink, a
20 = 1-et, a tobbi mind péros.
Nem tudjuk, hogy a kett6 hatvanyain kiviil vannak-e mas majdnem toké-

letes szamok.

8.3. Kwvazitokéletes szamok

8.3.1. Definicié: Az n pozitiv egészt kvazitokéletes szamnak nevezziik, ha
o(n) =2n+1.
Masképp fogalmazva a kvazitokéletes szamok azok a szamok, amelyek
eloallnak a nemtrividlis osztéik osszegeként.
Nem ismertink kvazitokéletes szamokat, és nem is tudjuk, hogy léteznek-
e, de van néhéany feltétel, amelynek meg kell felelnitik:
8.3.2. Allitas: Minden kvazitokéletes szam egy paratlan szam négyzete.
8.3.2. Bizonyitas: Elészor lassuk be, hogy n minden péaratlan prim-
tényezojének paros hatvanyon kell szerepelni.
Legyen n = 2Fp{t - ... . p2r  ahol p; pdratlan primszdm, i = 1,...,7,
pi # pj, hai # j.
Ekkor
a(n) = o(2)o(p)...o(pir) =
= (2" DA +p 4+ ) (A p P4 4P =2+ 1.
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Egy szorzat pontosan akkor paratlan, ha minden tényezéje paratlan.

A 281 _ 1 biztosan paratlan.

Mivel p; paratlan, 1+ p; + ... + p;* Gsszeg minden tagja paratlan, igy egy
ilyen tényez6 akkor lesz paratlan, ha paratlan sok tagja van, vagyis ha p;
kitevoje paros minden i-re, vagyis n paratlan része négyzetszam.

Tegyiik fel, hogy n paros, vagyis n = 2Fn*, ahol n* paratlan négyzetszam,

vagyis n* = m?, ahol m pératlan egész.
o(n) = o(2"m?) = o(2%)o(m?) = (287 — Do(m?) = 2"'m? + 1
(2k+1 o 1)a(m2) — 2k+1m2 +1
(25 — D(o(m?) —m?) =m? +1
Ekkor viszont m? + 1-nek van egy 4r — 1 alaki paratlan osztéja
(2¥1 — 1), amelynek biztosan van 4r — 1 alakt primosztéja (mert ha csak
4r + 1 alakd primtényez6i lennének, akkor 6 maga is 4r + 1 alaki lenne). De

ez az oszté osztéja a 28! — 1 minden tobbszorosének, vagyis m? + 1-nek is,

ami ellentmondaés. Hiszens tegytik fel, hogy

m?*=—1 (mod 4r — 1).

Legyen 4r — 1 = s. Ekkor

m* T =mtl = (—1)3gl =—1 (mod s).
Vagyis
m*' = -1 (mod s).
gy
m®=—-m (mod s).

Ez azonban ellentmond a kis-Fermat tételnek, mely szerint
m®=m (mod s),
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mivel s = 4r — 1 prim.

M4r azt is tudjuk, hogy ha léteznek kvazitokéletes szamok, akkor 10%5-nél

nagyobbnak kell lenniiik, és legalabb 7 kiilonb6z6 primosztojuk van.

8.4. Altokéletes szamok

8.4.1. Definicié: Azokat a szamokat, amelyek el6allnak néhany, de nem az
osszes naluk kisebb osztéjuk osszegeként, altokéletes szamoknak nevezziik.
Példaul a 20 altokéletes szam, mert 20 = 1+4+4 + 5+ 10, és az 1,4,5,10

szamokon kiviil osztdja még a 2 is, amely nem szerepel az Osszegben.

8.4.2. Tétel: Egy éltokéletes szam minden tobbszorose is altokéletes.

8.4.2. Bizonyitas: Legyen n altokéletes szam, vagyis
n=dy+dy+..+d,, ahol d;jln, d; #n, i =1,...,7.

Legyen n egy tobbszordse an, a > 1 egész. Ekkor ady, ..., ad, az an szam
osztoi, de kisebbek néla, mert d; < n és példdaul az 1 nem szerepel koztik,
de osztdja an-nek. Ekkor ady + ady + ... + ad, = a(d; + ... + d,) = an, tehat

an valéban altokéletes.

8.5. Szorzasra tokéletes szamok

8.5.1. Definicié: Az n pozitiv egész szamot szorzasra tokéletes szamnak
vagy k-szorosan tokéletes szamnak nevezziik, ha o(n) = kn, k € Z.
Példdul hdromszorosan tokéletes szam a 120, mert ¢(120) = 3-120 = 360.

A tokéletes szamok kétszeresen tokéletesek.

8.6. Unitariusan tokéletes szamok

n
8.6.1. Definicié: Egy n szdmnak d unitarius osztéja, ha d|n és (d, E) =1.

48



8.6.2. Definicié: Egy szam unitariusan tokéletes, ha eléall a nala kisebb
unitarius osztéinak osszegeként.

Az eddig ismert unitariusan tokéletes szamok:
6,60, 90,87360,2'%.5%.3.7.11-13-19-37-79-109 - 157 - 313.

Nem tudjuk, hogy van-e tobb ilyen tulajdonsagi szam is, és ha igen, akkor
véges vagy végtelen sok van beldliik, de az a sejtés, hogy csak véges sok van

beldliik.

8.7. Baratsagos szamparok

8.7.1. Definici6é: Az n; és ny szamokat baratsagos szamparnak nevezziik,
ha

o(ny) = o(ng) = ny + no.

A legismertebb és legkisebb baratsiagos szampar a 220 és a 284.

A tokéletes szamok onmagukkal baratsagosak.

Egyelore csak azonos paritasu baratsdgos szamparokat talaltak, melyek
tobbsége paros.

Néhany sziikséges feltétel ellentétes paritasu bardtsigos szampérok 1éte-
zéséhez:

8.7.2. Tétel: Tegyiik fel, hogy n;, és ny baratsagos, n, paros és no
paratlan. Ekkor n, = 2"M?2, r > 1, és ny = N2, ahol M és N 1-nél nagyobb
paratlan egész szamok.

8.7.2. Bizonyitas: Mivel o(n;) = 0(ny) = ny + na, ezért a(ny) és o(ns)
is paratlan. De o(n) akkor és csak akkor pdratlan, ha n négyzetszam vagy
annak a kétszerese, tehat valéban ny = 2"M?2, r > 1 és ny = N2, ahol M és
N péaratlan.

N > 1, mert a baratsagos szamparok definicidéja miatt no > 1.
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M sem lehet 1, mert M = 1 esetén o(ny) = 2" — 1 =
= 2" + N2, vagyis 2" — 1 = N? de N? = 1 (mod 4), viszont 2" — 1 = 3
(mod 4), ami ellentmondés, kivéve r = 1 esetén, de ekkor N = 1 lenne, és az
szintén ellentmondas.

8.7.3. Tétel: Ha n; = 2"M? és ny = N? ellentétes paritdsi baratsdgos
szampar, akkor N Osszetett.

8.7.3. Bizonyitas: Legyen M = p{'...p%s, ahol p; péaratlan prim,
1=1,...,s és tegytik fel indirekten, hogy N primszam.

Legyenek a;-k és b olyan pozitiv egészek, amelyekre
201 < p; < 2%
< N <2
Mivel n; és no baratsagos:
o(ny) = 2 =D (14pr+. . Ap3™) .. (I4pst. . 4p2*) = 1+N+N? = o(ny)
Noveljiik a bal és csokkentsiik a jobb oldalt:
(27T — 1) (142 4. 4 22000) (1429 . 2%0re) > 1 4 2071 4 920071

Igy a bal oldal kisebb, mint (27! — 1)22ma1+1 . . 92asas+l 5 jobh oldal

pedig nagyobb mint 22~V Egzért

(2T+1 . 1)22a1a1+1 . 22(13043-1—1 > 22(b—1) — 22b—2
2 1 2asas+1 2b—2
or . 92mertl . gesastl > 922

mert a jobb oldalon egy 2-hatvéany all, és igy a bal oldalt helyettesithetjik a
nala nem nagyobb legnagyobb 2-hatvannyal.
Ekkor
r+ (2aa1 + 1) + ...+ (2as05 + 1) > 2b — 2
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r+2(aa; + ...+ asag) + 5> 2b—2

r+s+2

5 + a1 + ... +agas > b,

Ugyanakkor az is igaz, hogy
ny + ng = o(ny)
2l P A NP =1+ N+ N> <1+2°4 N?
2 pt L pPee < 2P
[rjuk be minden primtényez8 helyére a néla kisebb kettShatvanyt:

o . 22(a1—1)a1 S 22((15—1)0{3 < 2b

r+2(a — oy +...4+2(as — Das < b
r+2a100 + ...+ 20505 —2(0 + ...+ ) < b

Az elozdvel egyiitt:

7’+2i:aiai—2i:ai <b< #—i—i;aiai
11 i=1 i=
Zazaz 22% s—r+2

Bontsuk két esetre!

L. (pi,3)=1,hai=1,... s

fgy pi > 5 és a; > 3 (mivel p; < 2% és az 5-nél nagyobb legkisebb
kettShatvany a 23 = 8), ezért

S<ZO&Z—Z —22a1<2a1a1—22 S_T+2

=1

s+r<?2

Ez azonban nem teljesiilhet.
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I1. D1 :3, ay = 2.

a)s>1
S—T+2

Zalal 22%

Tudjuk, hogy a; > 3,i=2,...,s, ezért

s s s s s
E Oéi:3 E Oél'—2 E Oéié E aiai—2 E a;
=2 =2 =2 =2 =2

fgy
° s—r+2
—1< < —
s—1= Y a<
=2
s+r<4

Mivel 7 > 0 és s > 1, ezért s = 2 és r = 1, vagyis n, = 2 - 32132,

o(ny) = 30(3**1p3*?) = 1+ N + N? = 5(ny),

ezért (N, 3) = 1. Ugyanakkor

o(ny) = 30(3°p3™?) = 2- 32N p3™ + N? = ny + N?,

vagyis 3| N, ami ellentmond az eléz6eknek.

b) s = 1.
— 2
S
1-— 2
(11'2—2'051<L
2
1—r+2
0< ——
2
r<3
Tegyiik fel, hogy r = 2.
ny =4-3*
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Ekkor a baratsdgos szamok definicidja alapjan:

illetve
14+ N+ N?=4.3%>4 N2
Ebbél
N =4.3%_1,
N?=(4-3**-1)>=16-3"*-8.3* + 1.
fgy

T1+3+... +3 ) 47.3%=4.3%+16-3" -8.3% +1

T(1+34- - +3* )+ 11-3%=16-3" +1
3% —1

7 +11-3%2=16-3"+1

3,5-3% -35+11-3*=16-3"+1
14,532 =16 -3+ 4.5
14,5-3% — 16 -3 = 4,5

(29 — 32-3%)3%* =9
29

9
_ 920\Q2a __ 1
0< (—32 393 35 <

Mivel 3%¢ > 1, ezért

29

0< = _—3%<1
32

29

32

200 < 1

32 <

Ez azonban nem lehetséges.
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Vagyisr =1, s = 1.
Ekkor n; = 2p?, ahol p prim.
o(2p%) = 3(1 +p +p°) = 2p* + N?
P +3p+2=N?—-1
(P+Dp+2) =N - +1)

Ha p > N, akkor a bal oldal nagyobb a jobbndl, ezért ez lehetetlen.

Ha p < N, akkor p+1 < N + 1, ezért p+ 2 > N — 1-nek kell teljesiilni,
vagyis N —3 <p < N.

Azonban a p = N, N — 1, N — 2 N — 3 esetek egyike sem elégiti ki a
(p+1)(p+2) = (N —1)(N + 1) egyenletet.

Tehat az eredeti allitassal teljesen ellentmondasra jutottunk.

8.7.4. Kovetkezmény: Ha M primszam és N paratlan egész, akkor
2M? és N? nem lehet baratsdgos szampar.

8.7.5. Tétel: Tegyiik fel, hogy 2" M? és N? ellentétes paritasi bardtsdgos

szampar. Ha r paratlan, akkor
(1) (M,3)=(N,3) és

(2) létezik ¢ primszam és v pozitiv egész, melyekre ¢7 || N és g =~v =1

(mod 3);
ha r = 3 (mod 4), akkor

(3) létezik p (g-tél nem feltétleniil kiillonb6z6) primszam és ¢ pozitiv egész,

hogy p° || N és2p =8 = (mod 5) és

(4) M =N ="4o(M?*) =0 (mod 5).
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8.7.5. Bizonyitas:

(1) Legyen r = 2k — 1. Ekkor a baratsagos szdmparok tulajdonsagai

alapjan:
0,(221971M2) — (22k - 1)0(]\/[2) — 22k71M2 + N2

22=4=1 (mod 3)

Az egyenléség bal oldala tehat oszthaté 3-mal, igy a jobb oldalnak is oszt-
hatonak kell lennie. Ez viszont csak akkor teljestilhet, ha vagy M és N is
oszthaté 3-mal, vagy egyikiik sem, és ezt kellett beldtni.

(2) (2% = D)o (M?) = o(N?)
Mivel 3|2%% — 1, ezért o(N?) is oszthaté 3-mal, gy kell, hogy legyen N-nek

egy olyan ¢ primtényezdje, melyre ¢7||N és 1+ q+ ¢®> + ... + ¢*7 oszthaté

3-mal.

Ekkor ¢ =0 (mod 3) nem lehetséges.
Ha

g=1 (mod 3),
akkor
1+q+¢@+...+¢7=2y+1=0 (mod 3),
2y =2 (mod 3)
vy=1 (mod 3),

vagyis teljesiil az allitas.

Ha

gq=-—1 (mod 3),
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akkor

l+g+¢+..¢9=1-1+1-1+---—1+1=1 (mod 3).
27-‘:1rtag

Tehét ez az eset nem lehetséges.

Ezzel belattuk a tétel (2) részét.

(3) Legyen r = 4t — 1, ahol t > 0 egész. Ekkor

(2" = 1)o(M?) = o(N?)
24 =1 (mod 5), vagyis 524 — 1, igy 5|c(IN?). Vagyis van N-nek olyan p
primosztéja, amelyre p°||N és

l+p+p*+...+p® =0 (mod?5).

Ekkor 5 1 p.
Ha p=1 (mod 5), akkor

l+p+p*+...+p®=20+1=0 (mod5)
20=—-1=4 (mod b),
d=2=2p (mod5),

vagyis teljesiil az allitas.
Ha p =2 (mod 5), akkor
225+1 -1

1+p+...+pQ5;1+2+...+22‘5:ﬁ

0 (mod b),
2%+l _1=0 (mod 5)
2%t =1 (mod 5),

ezért

¢(5) = 4|(20 + 1),
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ez azonban lehetetlen.

Ugyanigy, ha p = 3 (mod 5), akkor

326+1 -1
1+p—|—...—|—p2551—|—3+...—|—325:TEO (mod 5),
fgy
3%t _1=0 (mod 5),
vagyis
3%t =1 (mod 5),
ezért

¢(5) = 4|(20 + 1),
és ez ismét nem teljesiilhet.

Hap=4=—1 (mod 5), akkor

1+p—|—p2+"'+p2651—1+1:F"'+1,:1 (mod 5),
25+?gbtag

tehat ez sem lehetséges.

(4) Mivel
(24t o 1>O_<M2) — 24t—1M2 + ]\727

és az egyenloség bal oldala oszthaté 5-tel, a jobb oldalnak is 5-tel oszthaténak

kell lennie.

2471 =3 (mod 5),

igy ez csak akkor teljesiilhet, ha vagy M és N is oszthatd 5-tel, vagy egyik

sem. Ha azonban egyik sem oszthaté 5-tel, akkor M? és N? csak +£1 ma-

radékot adhat 5-tel osztva, igy 24~'M? viszont csak 43 maradékot adhat,
és ekkor 2471M% + N? = 0 (mod 5) nem teljesiilhet. Tehdt M = N = 0

(mod 5).
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Ebbdl az is kovetkezik, hogy 24~1M? 4+ N? oszthaté 25-tel, és igy az
egyenlGség bal oldala is oszthatd 25-tel.
Mar csak azt kell belatnunk, hogy

1
7’1 o(M?) = to(M?) =0 (mod 5).
Tegytik fel, hogy o(M?) # 0 (mod 5).
Ekkor

2% —1=0 (mod 25).

2" —1=16'-1=(-9)"-1=(1-10)"—1 (mod 25)

= i <?>(—10)i —1=1-10t—1=-10t (mod 25)

. 1
Igy t = % = 0 (mod 5), tehat bebizonyitottuk a tételt.

8.7.6. Tétel: Tegyiik fel, hogy n; = 2"M? és ny = N? baratsigos
szampar, r > 1, M és N paratlan. Ha r = 1, akkor N nem lehet négyzetszam;
ha r > 1, akkor M se nem négyzetszam, se nem 4k + 3 alaki primszam.

8.7.7. Segédtétel: o(n?) —d(n?) =n — 1 (mod 4), ha n paratlan.
8.7.7. Bizonyitas:

2
Ha d|n, akkor d is pératlan, ezért d> = n? = 1 (mod 4) és d = %
(mod 4).
n? n?
Az €el6z6ekbdl az is kovetkezik, hogy vagy d = 7 =1vagyd= ] = 3,

n2
vagyis d + = 2 (mod 4).

Az n? osztdi osztéparokba allithatok az n kivételével, és egy-egy pér tag-

jainak osszege 4-gyel osztva kettét a maradékul, igy

o(n?) = % -2+n  (mod 4),
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o(n?) —d(n*)=n—1 (mod 4)
8.7.6. Bizonyitas: Eloszor lassuk be azt, hogy ha r = 1, akkor N nem
lehet négyzetszam. Tegyiik fel indirekten, hogy N = K?, vagyis N? = K4,
ahol K = p{*...p{", p; paratlan primszam, i = 1,... ¢t

d(N?) = d(E*) = [J(4es + 1) =1 (mod 4)

=1

A baratsagos szamok definicidja alapjan:
o(N?) = 2M?* + N?
Modulo 4 szerint vizsgalva:
o(N*)=2+1=3 (mod 4)
A segédtétel alapjan:
o(N?) —d(N*)=N -1 (mod 4)
3—1=N-1=K*—1 (mod 4)

3=K? (mod4)

Ez azonban ellentmondéas, mert egy paratlan négyzetszam 4-gyel osztva min-

dig 1-et ad maradékul.

Most tekintsiik az r > 1 esetet.

Tegyiik fel indirekten, hogy M négyzetszam, legyen M = L?, ahol
L= qlﬁ1 ... ¢, q; paratlan primszdm, i = 1,...,u.

Ekkor (2" —1)o(M?) =2"M?+ N> =0+ N? =1 (mod 4).
gy —o(M?) =1, azaz 0(M?) = —1 (mod 4).

Azonban

o(M?) —d(M?)=M —1 (mod 4),
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azaz

vagyis

ami ellentmond az el6zdnek.

Tegytik fel indirekten, hogy M egy 4k + 3 alaku primszam.
M? porzitiv osztéinak szdma: d(M?) =2+ 1 = 3.

Ugyanakkor a segédtétel alapjan

o(M?) —d(M*)=M —1 (mod 4)
1—dM*>)=M -1 (mod 4),

azaz

dM*)=2-M=2-1*=2-1=1 (mod 4),

ami szintén ellentmondas.
Ez utébbi indirekt feltevés cafolhaté a kovetkezoképpen is:

Legyen M = a = 4k + 3 alaku prim.
0(2"a®) = 2"a* + N*?
2" —1)(1+a+ad®)=2"a*+ N

Ezt mod 4 vizsgalva:
(-D)(1-=1+1)=0+1 (mod4)
—1=1 (mod4),
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amivel ismét ellentmondésra jutottunk.

8.7.7. Tétel: Ha m, n baratsagos szampar, akkor

1 n 1 _1
1 1 -
Zd\m E Zd|n C_i
8.7.7. Bizonyitas:
1 L 1 B 1 n 1 _m n
I T~ o(m) " o) olm) o)
Zd|m i Zd\n F -
d d m n
_m n _m +n 1
m+4+n m+n m4n
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9. A GIMPS-projekt

YA tokéletes szamok, a tokéletes emberekhez hasonléan nagyon ritkdk.”

/René Descartes/

A GIMPS-projekt (Great Internet Mersenne Prime Search - Nagy Inter-
netes Mersenne-Prim Keresés) célja, hogy tjabb és ujabb, rekordnagysagi
Mersenne-primeket (és igy tokéletes szamokat) taldljanak szamitégépek se-
gitségével. A keresésben barki segithet, aki rendelkezik szamitégéppel és
internetkapcsolattal, csak egy programot kell letoltenie a www.mersenne.org
honlaprdl és azt futtatnia. Akinek a szamitogépe egy 1ijabb Mersenne-primet
talal, az pénzjutalomban részesiil.

A kereséshez sziikséges ingyenes programot George Woltman készitette el
1995-ben. Azdta sokezren csatlakoztak a kereséshez.

Egy ilyen prim megtaldlasanak az esélye azonban nagyon kicsi. Miért fog-
lalkoznak vele mégis évszédzadok éta? Miért csatlakoznak ennyien a GIMPS-
projekthez? (2009. majus 4-én példaul 2327-en futtattdk a programot 9025
szamitégépen.)

Ennek sokféle oka lehet. Példaul az, hogy ezaltal olyan munkaban vesznek
részt, melyet azelott tobbek kozott Descartes, Fermat, Mersenne, Leibniz,
Euler végzett. Ki ne szeretné gy érezni, hogy egy ilyen tagokat magaban
foglalé tarsasag része lehet?

Egy masik ok az emberek gyijtészenvedélye. Szinte mindenki gyijtott
valamit élete soran: bélyegeket, szalvétakat, naptarakat, stb. Minél ritkabb,
nehezen megszerezheté volt valami, annal értékesebb darabja lett a kol-
lekcionak. Megérte sokaig keresni, utanajarni. Mersenne-primekbdl egyelore
mindossze 46-ot ismeriink, ezért egy djabbnak a megtaldlasa kiilonlegesen

értékes dolog. Es egyben nagy dics6ség is annak, aki megtaldlja, neve orokre
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beir6édik a matematika torténetébe.

Vannak, akik a szamitogép hardverének tesztelésére haszndljak a GIMPS-
projektet. Példaul az Intel a Pentium II és Pentium Pro processzorokat
tesztelte ezzel szallitas elott, igy azok, akiknek a gépében ilyen processzor
volt/van, sokat készonhetnek ennek. (Erdekesség, hogy a Pentium egyik
hibajanak felfedezése egy ikerprimekkel kapcsolatos szamitast végzoé prog-
ramnak volt koszonheto, vagyis az ilyen programoknak van gyakorlati hasz-
nuk.)

De matematikai haszna is vannak a keresésnek. KEgyrészt, minél tobb
Mersenne-primet ismertink, annal tobbet tudhatunk meg eloszlasukroél, kony-
nyebben fogalmazhatunk meg allitasokat veliik kapcsolatban vagy ellendriz-
hetjiik meglévo sejtéseinket.

Ezenkiviil a keresés soran 1j matematikai modszereket, tételeket fedez-
hetiink fel, amelyek segitik a matematika fejlodését, akar annak mas tertile-
tein is hasznosithatok. A tokéletes szamok és a veliik kapcsolatos Mersenne-
primek keresése soran fedezte fel példaul Fermat a kis-Fermat-tételt.

Nagy primszamokra sziikség van a modern titkosirasok miatt, melyek a
Mersenne-primeknek tjabb gyakorlati jelentoséget ad.

Es végiil ne felejtsiik el az emberi kivancsisagot, amely a tudoméanyok

fejlodésének nagy hajtoereje.
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10. A tokéletes szamok az iskolaban

A tokéletes szamok nem szerepelnek a matematika kerettantervben, még az
emelt szintl érettségi kovetelményei kozott sem, ezért csak érdekességként
keriilhetnek el6 a matematika érakon, illetve szakkorok anyagaként bukkan-
hatnak fel. A tokéletes szamok fogalmanak megértése nem nehéz, ezért
mas tantargyak orain is elOkeriilhet. A tantargyak kozotti kapcsolat fon-
tossagat ma sokszor hangsilyozzék, erre ez a téma tokéletesen alkalmas. Ha
a 9. évfolyamon szamelméletbol megemlitjiik 6ket, akkor utdna méar mas
tantargyak érdin is lehet réluk beszélni, a didkok tudni fogjak, hogy mirdl is
van sz6. De akar az altalanos iskolaban is elOkeriilhetnek, hiszen ha a gyere-
kek mar ismerik az oszték fogalmat, és meg tudjék keresni egy szam 0Osszes
osztojat, akkor nem fog nekik gondot okozni e fogalom megértése.
Mely tantargyak anyagaba illesztheték be?

[. Torténelem o6ran tobbszor is megemlithetok a tokéletes szamok.
Az Okori gorog torténelemnél Pithagorasz és Eukleidész kapcsan, majd a
felvilagosodas koranal mindenképpen.

IT. Trodalom éran a Bibliaval, illetve Szent Agostonnal kapcsolatban
kertilhetnek el6 leginkabb.

ITI. Informatika oran is érdekes lehet foglalkozni velilk. Azok a
didkok, akik programozni tanulnak, készithetnek egyszerli programokat, me-
lyek példaul két adott szam kozott megkeresik a tokéletes szamokat vagy

amelyek eldontik, hogy egy szam hianyos, tokéletes vagy bévelkedo.

Részletesebben a tokéletes szamok egy lehetséges matematika szakkori
feldolgozasardl szeretnék irni. Megtarthato a szakkor a 9. évfolyamon, ami-
kor utoljara tanulnak a didkok szamelméletet, vagy késébb, hogy egy ki-

csit felelevenitsék szamelméleti ismereteiket, hiszen ez mind a versenyekre,
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mind az érettségire késziiloknek fontos. Amikor mar tanultdk a szdmtani-
mértani sorozatokat, akkor tobbet tudunk beszélni a tokéletes szamokrol is,
de azok a részek, amelyekhez még nem tanultak meg mindent, kihagyhatdk.

Erdekl6débb osztalyban targyalhatd ez a téma a tantervi oran is.

10.1. Egy kozépiskolai szakkor

10.1.1. A tokéletes szamok fogalmanak bevezetése

A matematikai fogalmakat tobbféleképpen is bevezethetjiik. Mivel a
tokéletes szamok kozott csak néhany olyan van, amely egy kozépiskolas
szamara még kezelhetd és nem is konnyt felismerni a koztiik 1év6 hasonldségot,
ezért tisztan induktiv mdédon bevezetésiik nagyon nehezen megvalésithato.

Elmondhatjuk a definiciét, majd azt a feladatot adjuk a didkoknak, hogy
keressenek néhany ilyen szamot. A 6-ot és a 28-at konny megtalalni, utana
azonban kicsi az esély ré (illetve nagyon sok idére van sziikség hozzd), hogy
talaljanak egy harmadikat is. A hosszi prébélkozés, melynek nincs eredménye,
elveheti a kedviiket a tématol. Ezért miutan megtalalta valaki a két legkisebb
tokéletes szamot, ne hagyjunk sok idét a felesleges probalkozasra, inkabb
irjunk fol nekik néhanyat a tablara.

A miésik lehetoség, hogy megadunk két-hdrom tokéletes szamot, és a
didkoknak meg kell allapitaniuk, hogy mi a kozos benniik. Kapjanak segitsé-
get, hogy merre keresgéljenek, pl. mondjuk meg nekik, hogy a szamok
osztoival kapcesolatos tulajdonsagot kell keresnitik, és ha igy nem megy, akkor
ruljuk el, hogy az oszték dsszegét kell figyelni. Igy mér biztosan fel fogjdk
ismerni a kozos tulajdonsagot. Hagyjuk ki a 6-ot vagy a 28-at az elején, hogy
azt maguknak kelljen megkeresniiik ezutan.

Mondassuk is ki a gyerekekkel, hogy mi a koézos tulajdonsag. Figyeljiink

oda az osztok, valodi osztok, a szamndl kisebb oszték elnevezéseinek helyes
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hasznalatara, megkiilonboztetésére. Akar a harom kiilonbozo fogalom fel-
hasznalasaval kérhetiink harom kiilonb6z6 definiciot is:

Definicié 1: Azokat a szamokat, amelyeknek kétszerese megegyezik az
osszes pozitiv osztojuk Osszegével, tokéletes szamoknak nevezziik.

Definicié 2: Azokat a szamokat, amelyek valodi osztoinak Gsszege 1-gyel
kisebb maganal a szamnal, tokéletes szamoknak nevezziik.

Definicié 3: Azokat a szamokat, amelyek egyenléek a ndluk kisebb
osztoik Osszegével, tokéletes szamoknak nevezziik.

Természetesen az utolsé definicié mutatja legjobban tokéletességiiket, de

a fogalmak kozti kiillonbségre a haromféle definici6 jol felhivja a figyelmet.

10.1.2. A pozitiv egész szamok csoportositasa

Ezutén kérjiikk meg a gyerekeket, hogy a szadm és osztéi osszegének viszo-
nya alapjan talaljanak ki valamilyen csoportositast a pozitiv egész szamokra.
Ahogyan a valés szamok nagysaga alapjan vannak pozitiv és negativ szamok
valamint a nulla, igy a pozitiv egész szamok osztdinak 0sszege alapjan van-
nak bovelked6, hidanyos és tokéletes szamok.

Minden csoportra keressen minden didk legaldbb 2-2 példat, majd ezeket
osszak meg padszomszédjukkal, és ellendrizzék le egymas taldlatait.

Végiil 0sszesitsiik a didkok altal gytijtott példakat, igy bovelkedo és hianyos
szamokbdl is lesz elég.

Ezutan gondoljak végig a didkok parokban, hogy egy bévelkedd/tokéle-
tes/hidnyos szdm t6bbszoroseirdl és oszt6irdl mit mondhatunk, mely csopor-
tokba eshetnek. A gyerekek vitatkozzanak egymassal, gyézzék meg egymast,
ha valamiben nem értenek egyet, keressenek példakat, ellenpéldakat. Utana
kozosen beszéljiik meg ezeket, esetleg néhanyat be is bizonyithatunk, mert az
a tipusu bizonyitds, amelyben felsoroljuk a osztéit, majd ezek k-szorosaval

megkapjuk ka osztdinak egy részét, és ez alapjan vonunk le kévetkeztetéseket,
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a kozépiskoldban is megértheto.

10.1.3. A tokéletes szamok képlete

frjuk fel Eukleidésznek a tokéletes szamok alakjara vonatkozo tételét, és
ez alapjan irjak fol a tanuldk a képletet betiikkel és szamokkal. Ha mar
tanultdk a mértani sorozat osszegképletét, akkor be is bizonyithatjuk, hogy
az ilyen alaku szamok valéban tokéletesek. Az, hogy minden paros tokéletes

szam ilyen alaki, mar til nehéz a kozépiskolaban.

10.1.4. Kérdések, sejtések megfogalmazasa a tokéletes szamokkal
kapcsolatban

Csoportokban probaljanak a gyerekek kérdéseket és sejtéseket megfo-
galmazni a tokéletes szamokkal kapcsolatban, majd ezeket beszéljik meg
kozosen. Néhany dolgot, mint példaul azt, hogy a tokéletes szamok 6-ra vagy
8-ra végzodnek, észrevehetnek segitség nélkiil is, masokhoz viszont sziikség
van egy kis segitségre (pl. hdromszogszamok, hatszogszamok, stb.). Példaul
mondjuk meg nekik, hogy nézzék meg, valamilyen alakzatba rendezhetéek-e
a tokéletes szamokat jelképezo kavicsok, vagyis figurdlis szamok-e. Ez, per-
sze, konnyebb, ha mar tanultak ezekrdl a szamokrél. A csoporttdl fliggéen
dontsiik el, hogy mit bizonyitunk be. Mindenképpen beszéljiink a megol-
datlan problémékrdl, ezek egy része valdszintileg ugyis felmeriil (vannak-e
pératlan tokéletes szamok, végtelen sok tokéletes szam van-e, stb.). Meséljiink
a GIMPS-projektrol, amelyhez akar 6k is csatlakozhatnak, vagy adjuk ki
szorgalminak, hogy nézzenek utdna, mi is az.

Ennek kapcsan beszélhetiink egyéb megoldatlan matematikai problémakrol,
ennek utdnanézni lehet szorgalmi feladat is. A tobbezer éves megoldatlan
szamelméleti problémak konnyen megérthetok a kozépiskolaban. Példaul a

primszamokkal kapcsolatban beszélhetiink a Fermat-primekrol és azok szaméa-
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rél (van-e végtelen sok), primszamokbol allé szamtani sorozatokrél (milyen
hosszt lehet), ikerprimekrél (van-e végtelen sok ikerprimpér) vagy a Gold-
bach-sejtésrol. Ez utébbindl elékertiilhet a boévelked6 szamokkal kapcsola-
tos Goldbach-tipusi tétel, amely viszont egyszeriien bebizonyithato, akér
kozépiskolaban is.

Kiadhatjuk kiseloadasnak a tokéletes szamok torténetét, foleg, ha tanéran
foglalkozunk veliik, és vannak, akik a matematika irant kevésbé fogékonyak,

de a torténelemmel val6 kapcsolat felkeltheti az érdeklodésiiket.

68



11. Figgelék I. A ma ismert Mersenne-primek
és tokéletes szamok

Az eddig felfedezett M, = 2P —1 alakt Mersenne-primek és a bel6liik képzett
T, = (27 — 1)2r~! alaki tokéletes szamok listdja. A sorszdm helyett a lista
végén azért dllnak kérdojelek, mert nem tudjuk, hogy az ijonnan felfedezett

Mersenne-primek kozott nincs-e masik, amelyet még nem talaltunk meg.

sor— p M, jegyeinek T, jegyeinek Felfedezés Felfedezdje

szama szama szama éve
1 2 1 1 - ——— - —
2 3 1 2 - ——— - ——
3 5 2 3 - —— - ——
4 7 3 4 - — —— - —
5 13 4 8 1456 ismeretlen
6 17 6 10 1588 Cataldr
7 19 6 12 1588 Cataldi
8 31 10 19 1772 Euler
9 61 19 37 1883 Pervushin
10 89 27 54 1911 Powers
11 107 33 65 1914 Powers
12 127 39 7 1876 Lucas
13 521 157 314 1952 Robinson
14 607 183 366 1952 Robinson
15 1279 386 770 1952 Robinson
16 2203 664 1327 1952 Robinson
17 2281 687 1373 1952 Robinson
18 3217 969 1937 1957 Riesel
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Sor— D M, jegyeinek T, jegyeinek Felfedezés Felfedezoje

szam szama szama éve
19 4253 1281 2561 1961 Hurwitz
20 4423 1332 2663 1961 Hurwitz
21 9689 2917 5834 1963 Gillies
22 9941 2993 5985 1963 Gillies
23 11213 3376 6751 1963 Gillies
24 19937 6002 12003 1971 Tuckerman
25 21701 6533 13066 1978 Noll, Nickel
26 23209 6987 13973 1979 Noll
27 44497 13395 26790 1979 Nelson, Slowinski
28 86243 25962 51924 1982 Slowinski
29 110503 33265 66530 1988 Colquatt,
30 132049 39751 79502 1983 Slowinski
31 216091 65050 130100 1985 Slowinski
32 756839 227832 455663 1992 Slowinski,
Gage
33 859433 258716 517430 1994 Slowinski,
Gage
34 1257787 378632 757263 1996 Slowinski,
Gage
35 1398269 420921 841842 1996 Armengaud,
Woltman,
(GIMPS)
36 2976221 895932 1791864 1997 Spence,
Woltman,
(GIMPS)
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Sor— P M, jegyeinek T, jegyeinek Felfedezés Felfedezoje
szam szama szama éve

37 3021377 909526 1819050 1998 Clarkson,
Woltman,
Kurowsk:
(GIMPS)

38 6972593 2098960 4197919 1999 Hajratwala,
Woltman,
Kurowski
(GIMPS)

39 13466917 4053946 8107892 2001 Cameron,
Woltman,
Kurowski
(GIMPS)

77 20996011 6320430 12640858 2003 Shafer,
Woltman,
Kurowski
(GIMPS)

77 24036583 7235733 14471465 2004 Findley,
Woltman,
Kurowski
(GIMPS)

77 25964951 7816230 15632458 2005 Nowak,
Woltman,

Kurowski

(GIMPS)
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Sor—
szam

77

77

77

77

p

30402457

32582657

37156667

43112609

M,

p

szama

9152052

9808358

11185272

12978189

szama

18304103

19616714

22370543

25956377

éve

2005

2006

2008

2008

jegyeinek T, jegyeinek Felfedezés Felfedezbje

Cooper,
Boone,
Woltman,
Kurowski
(GIMPS)
Cooper,
Boone,
Woltman,
Kurowski
(GIMPS)
FElvenich,
Woltman,
Kurowski
(GIMPS)
Smith,
Woltman,

Kurowski

(GIMPS)

Ez 6sszesen 46 Mersenne-prim, illetve tokéletes szam, ma ennyit ismeriink.



12. Fiuggelék II. Egy- és kétjegyl szamok
jegyeinek négyzetosszege
1:12=1

2: 22 =4
4?2 = 16
124+62=1+36=37
324+ 7*=9+49 =58
52482 =25+64 =89
82 + 9% = 64 + 81 = 145
12442 +52=1+16+25 =42
42422 =16+4=20
224+02=4+0=4

3:32=9
92 =81
82 +12=64+1=65
62 + 5% = 36 + 25 = 61
62+12=36+1=37—4

4: 42 =16— .. > 4

5: 5% =25
22452 =4+25=29
22492 =4+481=285
82+ 52 =064+25=289 — 4

6: 62 = 36
3 +62=9+36=45
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42+ 52 =16+ 25 = 41
A24+12=16+1=17
12472 = 1449 = 50
54+0°=254+0=25—4

7. 7% =49
42492 =16 +81 =97
92 + 7% =81 + 49 = 130
124324+0°=1+9+0=10
124+02=1+0=1

8: 8% =064
6% 4 4% = 36 4 16 = 52
52422 =254+4=29—4

9:92=81—---—4

A kétjegyu szdamok kozil, elég azokat nézni, amelyeknek az elso jegye
nem kisebb a masodiknal, mert a jegyek felcserélésével azok négyzetosszege
nem véaltozik.

A mar valahol el6fordult szamoknadl csak nyillal utalok a végeredményre.

11: 124+12=2—4

12: 12 +2t=5—4

13: 124+32=10—1

14: 12+ 42 =17

124+7=50—5—14
15: 12452 = 26

22+ 62 =40 — 4
16: — 4
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17:
18:
19:

22:
23:
24:
25:
26:
27:

28:

29:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
44:
45:
46:
AT:

— 4
1248 =65—4
12492 =82
22 + 8% =68
62+ 82 =100 — 1
224+22=8—14
22432 =13—1
22 442 =20 —4
— 4
— 4
22 + 7% =53
52 + 32 = 34
32442=25—4
22 + 8% =68
62 4+ 82 =100 — 1
— 4
324+32=18 -4
— 4
— 4
32462 =45 —4
— 4
32 +82=73 -4
32+92=90 — 4
42 4+42=32-1
— 4
42 + 6% =52 — 4
42 4+ 7% =65 — 4
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48: 42 +82 =80 — 4

49: — 1
55: 52 +52 =50 — 4
56: — 4
57: 52+ T2 =74 — 4
58: — 4

59: 52+ 9% =106 — 4

66: 6%+ 6> =72 — 4

67: 62+ 72 =85 — 4

68: 62+ 8% =100 — 1

69: 62+ 9% =127
124224+ 72 =54—14

T7: TP +7*=98 — 4

78: T* + 82 =113
124124+32=11—4

79: TP +92 =130 —1

88: 82 + 8% =128
12422 +8 =69 — 4

89: — 4

99: 9% + 9% = 162
12+62+22=41—4

Tehat minden kétjegyli szamra elvégezve az eljarast, a végén 1l-et vagy

4-et kapunk.
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